< i>i i. v. i uq, e t, i f, ►: i; v c o i i.i l 11 os 


OEUVRES 

COMPLETES 

£i:ni r.i 2 
Volume: ^ 

AUGUSTTN LCU IS CAUCHV 



r riii cue.; 















CAMBRIDGE LIBRARY COLLECTION 

Books 0/enduring scholarly value 


Mathematical Sciences 

From its pre-historic roots in simple counting to the algorithms powering modern desktop computers, from the 
genius of Archimedes to the genius of Einstein, advances in mathematical understanding and numerical techniques 
have been directly responsible for creating the modern world as we know it. This series will provide a library of the 
most influential publications and writers on mathematics in its broadest sense. As such, it will show not only the 
deep roots from which modern science and technology have grown, but also the astonishing breadth of application 
of mathematical techniques in the humanities and social sciences, and in everyday life. 


Oeuvres completes 

Augustin-Louis, Baron Cauchy (1789-1857) was the pre-eminent French mathematician of the nineteenth century. 
He began his career as a military engineer during the Napoleonic Wars, but even then was publishing significant 
mathematical papers, and was persuaded by Lagrange and Laplace to devote himself entirely to mathematics. His 
greatest contributions are considered to be the Cours danalyse de l’Ecole Royale Polytechnique (1821), Resume 
des lemons sur le calcul infinitesimal (1823) and Lemons sur les applications du calcul infinitesimal a la geometrie 
(1826-8), and his pioneering work encompassed a huge range of topics, most significantly real analysis, the theory 
of functions of a complex variable, and theoretical mechanics. Twenty-six volumes of his collected papers were 
published between 1882 and 1958. The first series (volumes 1-12) consists of papers published by the Academie des 
Sciences de Flnstitut de France; the second series (volumes 13-26) of papers published elsewhere. 



Cambridge University Press has long been a pioneer in the reissuing of out-of-print titles from its own backlist, 
producing digital reprints of books that are still sought after by scholars and students but could not be reprinted 
economically using traditional technology. The Cambridge Library Collection extends this activity to a wider range 
of books which are still of importance to researchers and professionals, either for the source material they contain, 
or as landmarks in the history of their academic discipline. 

Drawing from the world-renowned collections in the Cambridge University Library, and guided by the advice 
of experts in each subject area, Cambridge University Press is using state-of-the-art scanning machines in its 
own Printing House to capture the content of each book selected for inclusion. The files are processed to give a 
consistently clear, crisp image, and the books finished to the high quality standard for which the Press is recognised 
around the world. The latest print-on-demand technology ensures that the books will remain available indefinitely, 
and that orders for single or multiple copies can quickly be supplied. 

The Cambridge Library Collection will bring back to life books of enduring scholarly value across a wide range of 
disciplines in the humanities and social sciences and in science and technology. 



Oeuvres completes 

Series 2 

Volume 3 


Augustin Louis Cauchy 


ggi Cambridge 

HJP UNIVERSITY PRESS 



CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS 


Cambridge New York Melbourne Madrid Cape Town Singapore Sao Paolo Delhi 
Published in the United States of America by Cambridge University Press, New York 
www.cambridge.org 

Information on this title: www.cambridge.org/9781108002929 

© in this compilation Cambridge University Press 2009 

This edition first published 1897 
This digitally printed version 2009 

ISBN 978-1-108-00292-9 

This book reproduces the text of the original edition. The content and language reflect 
the beliefs, practices and terminology of their time, and have not been updated. 



(EUVRES 

COMPLETES 

D’AUGUSTIN CAUCHY 



PARIS. - IMPRIMERIE GAUTIIIER-VILLARS F.T I-'ILS, 
Guai des Augustins, 55. 





(EUVAE-S 


COMPLETES 

D’AUGUSTIN CAUCHY 

PUULI EES SOUS LA DIRECTION SCI ENT I PIQUE 

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES 

ET SOUS LES AUSPICES 

DE M. LE MIN I ST RE DE L’INSTRUCTION PUBLIQUE. 


ir SERIE. - TOME III. 



PARIS, 

GAUTHIER-V1LLARS ET FILS, 1MPR1MEURS-L1BRA1RES 

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l’ EC OLE POLY TEC UNIQUE, 

Quai dcs Auguslins, 55 


MUCCC XCV11 




INTRODUCTION. 


Q uelques personnes, qui ont bien voulu 
guider mes premiers pas dans ia carriere 
des sciences, et parmi lesqueHes je cite- 
rai avec reconnaissance MM. Laplace et 
Poisson, ayont temoigne le desir de me 
voir pubiier le Cours d’analyse de FEcoIe 
royale poiytechnique, je me suis decide 
irmettre ce Cours par ecrit pour la plus 
grande utilite des eleves. J’en offre icila pre¬ 
miere partie connue sous le nom d 'Analyse 
algcbrique, et dans laquelle je traite suc- 
cessiveraent des diverses especes de fonc- 
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lions reelles ou imaginaires, des series 
eonvergentes ou divergentes, de la resolu¬ 
tion des equations, etde la decomposition 
des fractions rationnelles. En parlant de 
la continuite des fonctions, je n’ai pu me 
dispenser de faire connaitre ies proprietes 
principalcs des quantites infiniment pe- 
tites , proprietes qui servent de base au 
calcul infinitesimal. Enfin, dans Ies preli- 
minaires et dans quelques notes placees a 
la fin du volume, j’ai presente des deve- 
loppemcns qui peuvent etre utiles soil aux 
Professeurs et aux Sieves des Colleges 
I’oyaux, soit a ceux qui vculent faire une 
etude specialc de Fanalyse. 

Quant aux methodes, j’ai cherclie a leur 
donner toute la rigueur qu’on exige en 
geometric, de maniere a ne jamais recou- 
rir aux raisons tirees de la generalite de 
Falgebre.Les raisons de cette espece , quoi- 
que assez communement admises, sur-tout 
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dans !e passage ties series convergentes 
aux series divergentes , et ties quantites 
reelles aux expressions imaginaires, ne peu- 
vent etre considerees, ce me semble, que 
cor; 1 .me des inductions propres a faire pres- 
sentir quelquefois la verite, mais qui s’ac- 
cordent peu avec {’exactitude si vantee des 
sciences mathematiques. On doit me me 
observer qu’elles tendent a faire attribuer 
aux formules algebriques une etendue in- 
definie, tandis que, dans la realite, la plu- 
part de ces formules subsistent uniquement 
sous certaines conditions, et pour certaines 
valeurs des quantites qu’elles renferment. 
En determinant ces* conditions et ces va¬ 
leurs, et en fixant d’une maniere precise 1c 
sens des notations dont je me sers, je fais 
disparaitre toute incertitude; et alors les 
differentes formules ne presentent plus que 
des relations entre les quantites reelles, re¬ 
lations qu’il est toujours facije d,e verifier 
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par la substitution des nombres aux quan® 
tites elfes - memes. II est vrai que, pour 
rester constamment fidele a ces principes, 
je me suis vu force d’admettre piusieurs 
propositions qui paraitront peut-etre uil 
peu dures an premier abord* Par exempie, 
j’enonce dans ie chapitre VI, quune serie 
divergente id a pas de somtne ; dans ie cha¬ 
pitre VII, qu 'une equation imaginair'e est 
settlement la representation symbolique 
de deux equations entre quantitcs reelles ; 
dans le chapitre IX, que, si des constantes 
ou des variables comprises dans une fonc- 
tion, apres avoir cte supposees reelles , 
deviennent imaginaires, la notation a 
Vaide de laquelle la fonction se trouvait 
exprimee, ne peut etre conservee dans le 
calctil qu’en vcrtu d\inc convention nou- 
velle propre d fixer le sens d.e cette nota¬ 
tion dans Ta derniere hypothesc; &c. Mais 
ceux qui iiront mon ouvrage reconnaitront, 



lMTHODUCTION. 


V 


je i’espere, que ies propositions tie cette 
nature, entrainant fheureuse necessitc 
de mettre pius de precision dans Ies theo¬ 
ries, et d’apporter des restrictions utiies a 
des assertions trop etendues, tournent au 
profit de fanalyse, et fournissent piusieurs 
sujets de recherches qui ne sont pas sans 
importance. Ainsi, avant d’effectuer la 
sommation d’aucune serie, j’ai du examiner 
dans quels cas ies series peuvent etre som- 
mees, ou, en d’autres termes, queiies sont 
ies conditions de leur convergence ; et 
j’ai, ace sujet, etabli des regies generaies 
qui' me paraissent meriter queique atten¬ 
tion. 

Au reste, si j’ai cherche, d’une part, a 
perfectionner i’anaiyse mathematique, de 
fautre, je suis loin de pretendre que cette 
analyse doive suffirc a toutes Ies sciences 
de raisonnement. Sans doute , dans ies 
sciences qu on nomme natureiles, ia seuie 
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methode qu’on puisse employer avec succes 
consiste a observer les faits et a soumettre 
ensuite les observations au calcul. Mais ce 
serait une erreur grave de penser qu’on ne 
trouve ia certitude que dans les demonstra¬ 
tions geometriques, ou dans Ie temoignage 
dcs sens; et quoique personne jusqu’a ce 
jour n’ait essaje de prouver par I’analyse 
I’existence d’Auguste ou celie de LouisXIV, 
tout iiommc sense conviendra que cette 
existence est aussi certaine pour Iui que le 
carre de Fhypothenuse ou ie theoreme do 
Maclaumn. Je dirai plus; ia demonstration 
de ce dernier theoreme est a la portee d J un 
petit nombre d’esprits, et les savans eux- 
memes ne sont pas tous d accord sui Fe¬ 
te ndue qu’on doit Iui attribuer; tandis que 
tout Ie monde sait fort bien par qui la France 
a ete gouvernee dans Ie dix-septieme siecle, 
et qu’il ne peut s’elever a ce sujet aucune 
contestation raisonnable. Ce que je dis ici 
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d’un fait historique peut s’appliquer eg ale j- 
ment a une foule de questions, en religion, 
en morale, en politique. Soyons<doncper¬ 
suades qu’il existe des verites autres que les 
verites de lalgebre, des reaiites autres que 
les objets sensibles. Cuftivons avec ardeur 
Ies sciences mathematiques, sans vouloir ies 
etendre au-deia de leur domaine; et n’ai- 
ions pas nous imaginer qu’on puisse atta- 
quer fhistoire avec des formules, ni don- 
ner pour sanction a !a morale des theoremes 
d’aigebre ou de calcui integral. 

En tcrminant cette Introduction, je ne 
puis me dispenser de reconnaitre qu@ ies 
iumieres et ies conseiis de plusieurs per- 
sonnes rn’ont ete fort utiies, particuliere- 
ment ceux de MM. Poisson, Ampere et 
Coriolis. Je dois'a ce dernier, entre autres 
choses, ia regie sur ia convergence des 
produits composes d’un nombre infini de 
facteurs, et j’ai profite piusieurs fois des 
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observations de M, Ampere, ainsi que des 
methodes qu’il developpe dans ses Lecons 
d’analyse. 
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L’ECOLE ROYALE POLYTECHMQUE. 


PRELIMIX AIRES. 


RE WE DES D1VERSES KSPECES DE QUAXTITES r£ELLES QUE l’ON PEUT COXSIDERER, SOIT 
EX algErre, SOIT ex trigoxomEtrie, et des xotatioks a l’aide DESQUELLES ox 
LES REPRESEXTE. — DES MOYEXXES EXTRE Pl.USIELRS QL'AXTITEs. 


Pour eviter toute espece de confusion dans le langagc et l’ecriture 
algebriques, nous allons fixer dans ces preliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit a 
I’Algebre ordinaire, soit a la Trigonometric. Les explications que nous 
donnerons a ce sujet sont necessaires, pour que nous ayons la certi¬ 
tude d’etre parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d’abord quelle idee il nous parait convenable d’atta- 
cher a ces deux mots, nombre et quantile. 

Nous prendrons toujours la denomination de nombres dans le sens 
oil on l’emploie en Arithmetique, en faisant naitre les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
denomination de quantiles aux quantites reelles positives ou negatives, 
c’est-a-dire aux nombres precedes des signes 4 - ou —. De plus, nous 
regarderons les quantites comme destinees a exprimer des accroisse- 
ments ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnee sera 
simplement representee par un nombre, si Foil se contente de la 
comparer a une autre grandeur de meme espece prise pour unite, et 
par ce nombre precede du signe -+- ou du signe —, si on la considere 
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corame devant servir a l’accroissement ou a la diminution d’une gran¬ 
deur fixe de la meme espece. Cela pose, le signe -+- ou — place devant 
un nombre en modifiera la signification, a peu pres comme un adjectit 
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numerique d’une 
quantite le nombre qui en fait la base, quantites egales celles qui ont 
le meme signe avec la meme valeur numerique, et quantites opposees 
deux quantites egales quant a leurs valeurs numeriques, mais affec- 
tees de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de 
rendre compte des diverses operations que Ton peut faire subir aux 
quantites. Par exemple, deux quantites etant donnees, on pourra tou- 
jours en trouver une troisieme qui, prise pour accroissement d’un 
nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au meme resultat que lcs deux quantites donnees, 
employees Pune apres 1’autre a pareil usage. Cette troisieme quan¬ 
tite, qui a elle seule produit le meme effet que les deux autres, est ce 
qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantites — io et 4- 7 ont 
pour somme —3, attendu qu’une diminution de 10 unites, jointe a 
une augmentation de 7 unites, equivaut a une diminution de 3 unites. 
Ajouter deux quantites, c’est former leur somme. La difference entre 
une premiere quantite et une seconde, c’est une troisieme quantite 
qui, ajoutee a la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu’une 
quantite est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant que la dif¬ 
ference de la premiere ala seconde est positive ou negative. D’apres 
cette definition, les quantites positives surpassent toujours les quan¬ 
tites negatives, et celles-ci doivent etre considerees comme d’autant 
plus petites que leurs valeurs numeriques sont plus grandes. 

En Algebre, on represente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantites, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 
nombres absolus dans la classe des quantites positives, on peut desi¬ 
gner la quantite positive qui a pour valeur numerique le nombre A, 
soit par -t-A, soit par A seulement, tandis que la quantite negative 
opposee se trouve representee par — A. De meme, dans le cas oil la 
lettre a represente une quantite, on est convenu de regarder comme 
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synonymes les deux expressions a et + a, et de representer par — a 
la quantite opposee a -\~a. Ces remarques suffisent pour etablir ce 
qu’on appelle la regie des signes (voir la Note I). 

On nomme quantite variable eelle que l’on considere comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs differentes les unes des 
autres. On designe une semblable quantite par une lettre prise ordi- 
nairement parmi les dernieres de 1’alphabet. On appelle au contraire 
quantite constante, et Ton designe ordinairement par une des pre¬ 
mieres lettres de l’alphabet toute quantite qui regoit une valeur fixe 
et determinee. Lorsque les valeurs successivement attribuees a une 
meme variable s’approchent indefiniment d’une valeur fixe, de ma¬ 
niere a finir par en differer aussi peu que Ton voudra, celte der- 
niere est appelee la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, 
un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four- 
nissent des valeurs de plus en plus approchees. En Geometrie, la sur¬ 
face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des 
polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs cotes croit de plus 
en plus, etc. 

Lorsque les valeurs numeriques successives d’une meme variable 
decroissent indefiniment, de maniere a s’abaisser au-dessous de tout 
nombre donne, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment 
petit ou une quantite infiniment petite. Une variable de cette espece a 
zero pour limite. 

Lorsque les valeurs numeriques successives d’une meme variable 
croissent de plus en plus, de maniere a s’elever au-dessus de tout, 
nombre donne, on dit que cette variable a pour limite Vinfini positif 
indique par le signe qo, s’il s’agit d’une variable positive, et Vinfini 
negatif indique par la notation — qo, s’il s’agit d’une variable nega¬ 
tive. Les infinis positif et negatif sont designes conjointement sous le 
nom de quantites infinies. 

Les quantites qui se presentent, dans le calcul, comme resultats 
d’operations faites sur une ou plusieurs autres quantites constantes 
ou variables, peuvent etre divisees en plusieurs especes suivant la 
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nature des operations qui les produisent, C’est ainsi que Ton dis¬ 
tingue, en Algebre, les soinmes et differences, les produits et quo¬ 
tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes; 
en Trigonometrie, les sinus et cosinus, secantes et cosecantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 
metrique est donnee. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces 
dernieres especes de quantites, il est necessaire de se rappeler les 
principes suivants. 

Une longueur, comptee sur une ligne droite on courbe, peut etre, 
comme toute espece de grandeurs, representee soil par un nombre, 
soit par une quantite, savoir : par un nombre, lorsqu’on a simple- 
ment egard a la mesure de cette longueur, et par une quantite, c’est- 
a-dire par un nombre precede du signe -4- ou —, lorsque Ton consi¬ 
der la longueur dont il s’agit comme portee, a partir d’un point fixe, 
sur la ligne donnee dans un sens ou dans un autre, pour servir soit a 
l’augmentation, soit a la diminution d’une autre longueur constante 
aboutissant a- ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et a 
partir duquel on doit porter les longueurs variables designees par des 
quantites, est ce qu’on appelle Yorigine de ces memes longueurs. 
Deux longueurs comptees a partir d’une origine commune, mais en 
sens contraires, doivent etre representees par des quantites de signes 
differents. On peut choisir a volonte le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs designees par des quantites positives; mais, 
ce choix une fois fait, il faudra necessairement compter dans le sens 
oppose les longueurs qui seront designees par des quantites nega¬ 
tives. 

Dans un cercle dont le plan est suppose vertical, on prend ordinai- 
rement pour origine des arcs l’extremite du rayon tire horizontale- 
ment de gauche a droite, et c’est en s’elevant au-dessus de ce point 
que Ton compte les arcs positifs, c’est-a-dire ceux que 1’on designe 
par des quantites .positives. Dans le meme cercle, lorsque le rayon se 
reduit a 1’unite, le sinus d’un arc, c’est-a-dire la projection sur le dia- 
raetre vertical du rayon qui passe par 1’extremite de cetarc, se compte 
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positivement de bas en haut et negativement en sens contraire, apartir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangen te se compte 
positivement dans.le raeme sens que le sinus, mais a partir de I’ori- 
gine des arcs et sur la verticale menee par cette origine. Enfin, la 
secante se compte a partir du centre sur le rayon mene a 1’extremite 
de l’arc que 1’on considere, et positivement dans le sens de ce rayon. 

Souvent le resultat d’une operation effectuee sur une quantite peut 
avoir plusieurs valeurs differentes les lines des autres. Lorsque nous 
voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantite sera 
entouree de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous reser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 
paraitra meriter davantage d’etre remarquee. Ainsi, par exemple, a 
etant une quantite positive, la racine carree de cette quantite aura 
deux valeurs numeriquement egales, mais de signes contraires, dont 
1 'une quelconque sera exprimee par la notation 

((«))* ou yfa, 

tandis que la valeur positive seule sera representee par 

a} ou \ja\ 

en sorte qu’on aura 

<i) \fla = ±\Ja 

ou, ce qui revient au meme, 

< 2 ) (( a))* = ±a *. 

De meme encore, si 1’on represente par a une quantite positive ou 
negative, la notation 

arcsin((<?)) ou arclang((«)) 

designera un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 


arcsin(a) ou arctang(a) 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
numerique. A l’aide de ces conventions, on evite la confusion que 
pourrait entrainer l’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas ete 
determine?, d’une maniere assez precise. Afin de lever a cet egard 
toute difficulty, je vais presenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les resultats des operations alge- 
briques ou trigonometriques. 

La somme de deux quantites sera indiquee a l’ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantites, chacune d’elles etant exprimee 
par une lettre precedee du signe -t- ou —, que l’on pourra supprimer 
(si c’est le signe -+-) devant la premiere lettre seulement. Ainsi 

- 1 - a + b ou simplement a-hb 

d.esignera la somme des deux quantites -+- a, + b, et 

-\-a—b ou simplement a — b 

designera la somme des deux quantites -+- a, —b, equivalente a la 
difference des deux quantites -ha, -+- b. 

On indiquera 1 ’egalite des deux quantites a et b par le signe — 
interpose entre elles, comme il suit, 

a~ b, 

et 1’on exprimera que la premiere surpasse la seconde, c’est-a-dire 
que la difference a — b est positive, en ecrivant 

a> b ou b < a. 

Nous representerons encore a l’ordinaire par 

4-axu-&, ou simplement a. b ou ab 
le produit des deux quantites + a, + b, et par 

a 
b 


leur quotient. 


ou a : b 
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Soient maintenant m et n deux nombres entiers, A un nombre quel- 
conque, et a, b deux quantites quelconques positives ou negatives. 

A"% A n =\/A, A~ ", A 7 ' 

J 

representeront les quantites positives qu’on obtient en elevant le 
nombre A a des puissances respectivement marquees par les expo- 
sants 

i m 

m, ± —, b, 

n n 

et 

a±m 

la quantite positive ou negative que produit l’elevation de la quan¬ 
tite a a la puissance ±m. Quant aux notations 

! 

((«))"= ((a)) % 

nous nous en servirops pour exprimer, non seulement les valeurs posi¬ 
tives ou negatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantite a 
marquees par les exposants 



mais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances (voir 
ci-apres, Chap. VII, ce qu’on entend par expressions imaginaires). II 
est bon d’observer que, si l’on des.igne par A la valour numerique 
de a, et si l’on suppose la fraction ™ reduite a sa plus simple expres¬ 
sion, la puissance 

m 

((«))“ 

aura une seule valeur reelle positive ou negative, savoir 

m m 

+ A" ou —A", 

lorsque ^ sera une fraction de denominateur impair; tandis qu’elle 
admettra les deux valeurs reelles dont on vient de parler, ou qu’elle 
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n’en admettra aucune, si — est une fraction de denominateur pair. 
On peut faire une semblable remarque a Regard de Rexpression 

in 

((«))”"• 

Dans le cas particular oil, la quantite a etant positive, on suppose 

m 

™ l’expression ((«))" n’a que deux valeurs reelles l’une et 

l’autre, et donnees par la formule (2) ou, ce qui revient au meme, 
par la formule (1). 

Les notations 

/(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes reels du nombre B dans differents sys- 
temes, tandis que chacune des suivantes 

l((b), L ((b)), L '((b)), ... 

pourra servir a designer, outre le logarithme reel de la quantite b, 
lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 
meme quantite {voir ci-apres, Chap. IX, ce qu’on entend par loga¬ 
rithmes imaginaires). 

En Trigonometric 

sina, cos«, tanga, cota, seca, coseca, siva, cosiva 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la secante, la cosecanle, le sinus verse ou le cosinus verse de Rare a, 
et les notations 

arcsin((«)), arccos((a)), arc tang((«)), 
arc cot((a)), arcsec((a)), arc cosec {(a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou secante, ou cosecante. 
Nous nous servirons des notations simples 

arc sin (a), arccos(a), arctang(a), arccol(a), arcsec(a), arc cos6c(a)> 
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oil meme, en supprimant tout a fait les parentheses, des notations 
suivantes 

arc sin a, arccosa, arctanga, arccota, arcseca, arccoseca, 

lorscjue, parmi les arcs dont une ligne trigonometrique est egale a a, 
nous voudrons designer celui qui a la plus petite valour numerique, 
ou, si ces arcs sont deux a deux egaux et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En consequence, 

arcsina, arctanga, arccota, arccoseca 

indiqueront des arcs positifs ou negatifs, mais compris entre les 
limites 

7 T 7 T 

- ) ~\ -5 

2 2 

it designant la demi-circonference dans le cercle qui a pour rayon 
l’unite, tandis que 

arc cos a, arcsOca 

indiqueront des arcs positifs coinpris entre les limites o etit. 

En vertu des conventions que Ton vient cL’etablir, si Ton designe 
par 1 c un nombre entier arbitraire, on aura evidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou negatives de la quantite a, 

arcsin((a)) = ~ ± ^ — arcsina^ ± 2/ctt, 

arc cos ((a)) —± arc cosa ± 2An, 
arc tang((a)) = arc tang a ± kn, 

K 

arc cosa + arc sin a = 

2 

, , n 

arc coseca + arc seca = —• 

2 

On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a. 



( 4 ) 


arc cota -+- arc tang a = 


7t 

2 
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et, pour des valeurs negatives de a, 

( 5 ) arc cota 4- arc tanga — — 

Lorsqu’une quantite variable converge vers une limite fixe, il est 
souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particuliere; 
c’est ce que nous ferons, en pla<;ant l’abreviation 

lim 


devant la quantite variable dont ii s’agit. Quelquefois, tandis qu’une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres¬ 
sion qui renferme ces variables converge a la fois vers plusieurs limites 
differentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque 
de ces dernieres limites a l’aide de doubles parentheses placees a la 
suite de l’abreviation lim, demaniere a entourer l’expression que l’on 
considere. Supposons, pour fixer les idees, qu’une variable positive 
ou negative representee par x converge vers la limite o, et designons 
par A un nombre constant: il sera facile de s’assurer que chacune des 
expressions 

lim A®, lim sin x 

a une valeur unique determinee par l’equation 


ou 

tandis que 1’expression 


limA x =: 1 
lim sina; = o, 


lim 


1 

x 


admet deux valeurs, savoir, so, — =0, et 



une infinite de valeurs comprises entre les limites — x et h- i . 


Nous allons terminer ces preliminaires en presentant, sur les quan- 
tites moyennes, plusieurs theoremes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantites donnees une nouvelle quantite comprise entre la plus 
petite et la plus grande de celles .que Ton consid'ere. D’apres cette 
definition, il est clair qu’il existe une infinite de moyennes entre plu- 
sieurs quantites inegales, et que la moyenne entre plusieurs quantites 
egalesseconfondavecchacuned’elIes.Celapose, on etablirafacilement, 
ainsi qu’on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

Theoreme I. — Soient b, b', b", . .. plusieurs quantites de meme signe 
en nombre n, et a, a ', a", ... des quantites quelconques en nombre egal 
a celui des premieres. La fraction 

(t — r~ o! —r - a}* ... 

b + b'-i- b"-h... 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a" 

V b 1 ’ W 1 ’ 

Corollaire. — Si 1 ’on suppose 

b = b'=b"=... = i, 

on conclura du theoreme precedent que la quantite 

a —1— ot — (— o}* —i— ... 
n 


est moyenne entre les suivantes 

a, a', a", .... 

Cette esp'ece particuliere de moyenne est ce qu’on nomme une moyenne 
arithmetique. 

Theoreme II. — Soient A, A', A", ...; B, B', B", .. . deux suites de 
nombres pris a volonte, et formons ayec ces deux suites, que nous suppo- 
sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racmes 

V'A, v'A\ ...; 
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\/AA'A"... sera une nouvelle racine moyenne entre toutes les 

autres. 

Corollaire. — Si Ton prend 

B = B' = B" = ... = i, 
on trouvera que la quantite positive 

'{/A A' A"... 

est moyenne entre les suivantes 

A, A', A", .... 

Cette moyenne, d’une espece partieuliere, est celle que Ton nomme 
moyenne geometrique. 

Theoreme III. — Les mimes choses etant posees que dans le theoreme I, 
si a, a', a", ... designent encore des quantites de mime signe, la 
fraction 

aa -h ct'a' -+- a" a" -)-. . . 
a. b + a' b' -+- a" b" +. . . 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a" 

V b’’ V’’ "" 

Corollaire. — Si Ton suppose 

b = b'=b"—... — i, 

on conclura du theoreme precedent que la somme 

atH-a'ct'+a'a'H-.. . 

est equivalente au produit de 

oc + at! + a" -h . . . 

par une moyenne entre les quantites a, a', a!' . 

Pour abreger, lorsque nous voudrons designer une moyenne entre 
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plusieurs quantites a, a', a", .nous nous servirons de la notation 

M(a, a', a", ...). 


Cela pose, les theoremes qui precedent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


CL CL r Cl 1 ' —H - . . 

6 + A' + A ,, + ... 
a + a' + a" +... 


Vaa'A"“ 


_ (a a a 

v’ V’ ‘ 

— M(a, a', a", . ..), 


(9) v'AA'A"... =M(A,A',A", ...), 

a a. -+- a' a' -f- a" ol" +.. . _ / cl a' a" \ 

( 10 ) !/«'+;;. - M {r v* w " 

(i i) aa + a'a'+6!'«' + .,, = (si + a'+c('+...)M(fl, a',/, .. . )• 


Dans ces formules, 


a, a', a ", . .. ; b, b ', b", . . .; ct, <x', a", 

representeront trois suites de quantites, et 

A, A', A", ...; B, B', B", ... 

deux suites de nombres formees chacune de n termes differents. La 
troisieme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composee de 
quantites de meme signe. 

La notation que nous venons d’adopter fournit Ie moyen d’exprimer 
qu’une quantite est comprise entre deux Iimites donnees. En effet, 
toute quantite comprise entre les Iimites a, b etant une moyenne 
entre ces memes Iimites, on pourra la designer par 

M(a, b ). 

Ainsi, par exemple, toute quantite positive pourra etre representee par 
M(o, oo), toute quantite negative par M(— co, o), et toute quantite 
reelle par M(— oo, + oo). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantites renfermee^ entre les limites a 
et b, nous doublerons les parentheses, et nous ecrirons 

M((«, b)). 

Par exemple, si Ton suppose que la variable x converge vers zero, on 
aura 

lim^sin = M((— i, + i)), 


attendu que l’expression lim ( fsin ~ 


admettra une infinite de valeurs 


comprises entre les valeurs extremes — i et -t- i. 



PREMIERE PARTIE. 

ANALYSE ALGEBRIQUE. 


CHAPITRE I. 


DES FONCTIONS RtiELLES. 


§ I. — Considerations generates sur les fonctions. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, la valeur de Tune d’elles etant donnee, on puisse en c-onclure 
les valeurs de toutes les autres, on congoit d’ordinaire ces diverses 
quantites exprimees au moyen de Tune d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable independante; et les autres quantites exprimees au 
moyen de la variable independante sont ce qu’on appelle des fonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables independantes; et les quantites restantes, expri¬ 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. 

Les diverses expressions que fournissent l’Algebre et la Trigono- 
metrie, lorsqu’elles renferment des variables considerees comme inde¬ 
pendantes, sont autant de fonctions de ces memes variables. Ainsi, par 
exemple, 


L(#), sin#, 
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sont des fonctions de la variable x; 

x -t- y, xy, xyz, 

des fonctions des variables x et y ou x, y et z, - 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, 
comme dans les exemples precedents, immediatement exprimees au 
moven de ces memes variables, elles sont nominees fonctions expli- 
cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonc¬ 
tions et les variables, c’est-a-dire les equations auxquelles ces quan¬ 
tities doivent satisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolues 
algebriquement, les fonctions, n’etant pas exprimees immediatement 
au moyen des variables, sont appelees fonctions implicites. Pour les 
rendre explicites, il sulfit de resoudre, lorsque cela se peut, les equa¬ 
tions qui les determinent. Par exemple, y etant une fonction implicite 
de x determinee par l’equation 

L {y)~x, 

si Ton nomine A la base du systeme de logarithmes que l’on consi- 
dfere, la meme fonction, devenue explicite par la resolution de l’equa- 
tion donnee, sera 

y = A x . 

Lorsqu’on veut designer une fonction explicite d’une seule va¬ 
riable x ou de plusieurs variables x, y, z, ..., sans determiner la 
nature de cette fonction, on emploie l’une des notations 

f(x), F (a;), y{x), i(x), ^(a;), m{x), ..., 

f{x,y,z, ¥{x,y,s, . ..), cp(x,y,z, . ..), .... 

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit complfetement deter¬ 
minee, il est necessaire et il sulfit que de chaque valeur particuliere 
attribute a la variable on puisse deduire la valeur correspondante de 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fonc- 
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tion donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. Con- 
formement aux conventions adoptees dans les preliminaires, nous 
designerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une fonction par des 
notations dans lesquelles la variable sera entouree de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

arc sin {(x)) 

indiquera un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 

sljx —±\Jx 

l’une quelconque des deux racines carrees de la variable x supposee 
positive, etc. 

§ II. — Des fonctions simples. 

Parmi les fonctions d’une variable x, on appelle simples celles qui 
resultent d’une seule operation effectuee sur cette variable. Les fonc¬ 
tions simples que Ton considere ordinairement en Analyse sont en 
tres petit nombre, et se rapportent les unes a l’Algebre, les autres 
ala Trigonometric. L’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, l’elevation aux puissances et l’extraction desracines, entin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc¬ 
tions simples qui se rapportent a TAlgebre. En consequence, si l’on 
designe par A un nombre constant, et par a — ± A une quantite con- 
stante, les fonctions algebriques simples de la variable x seront 

CL _ 

a-x, a — x, ax, —, x a , A x , L(x). 

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu’on peut toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap¬ 
portent a la Trigonometrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si Ton rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
metriques et les arcs qui correspondent a ces memes lignes; mais 

5 


OEavres de C . 


S. II, t. III. 



34. 


COURS D’ANALYSE. 


nous les reduirons aux quatre suivantes 

sin#, cos#, 
arc sin#, arc cos#, 

et nous mettrons au nombre des fonctions composees les autres 
lignes trigonometriques tang.r, sec.r, ... avec les arcs correspon- 
dants arc tangle, arcsecu;, attendu que ces dernieres lignes 

peuvent toujours etre exprimees par le moyen du sinus et du 
cosinus. Nous pourrions meme, a la rigueur, reduire les deux fonc¬ 
tions simples sin.r et cos.r a une seule, puisqu’elles sont liees entre 
elles par l’equation sin 2 .r -t- cos 2 .r = i; mais l’emploi de ces deux 
fonctions est si frequent, qu’il est utile de les conserver toutes deux 
a la fois dans le calcul comme fonctions simples. 


§ III. — Des fonctions composees. 


Les fonctions qui se deduisent d’une variable a l’aide de plusieurs- 
operations prennent le nom de fonctions composees; et Ton distingue 
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui resultent de plu¬ 
sieurs operations successives, la premiere operation etant effectuee 
sur la variable, et chacune des autres sur le resultat de l’operation 
precedente. En vertu de ces definitions. 


c x , yn, 


Lx 


sont des fonctions composees de la variable x; et 

l( cosx), 

des fonctions de fonctions, dont chacune resulte de deux operations 
successives. 

Les fonctions composees se distinguent les lines des autres par la 
nature des operations qui les produisent. II semble que l’on devrait 
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nommer fonctions algebriques toutes celles que fournissent les ope¬ 
rations de l’Algebre; mais on a reserve particulierement ce nom a 
celles que Ton forme en n’employant que les premieres operations 
algebriques, savoir, l’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, enfin 1’elevation a des puissances fixes; et, des qu’une 
fonction renferme des exposants variables ou des Jogarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que Ton nomme algebriques se divisent en fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu’a des puis¬ 
sances entieres. On appelle, en particulier, fonction entiere tout poly- 
nome qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
exemple, 

a-t-bas + cx‘ 2 -\-..., 

et fonction fractionnaire on fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynomcs. Le degre d’une fonction entiere de x est l’ex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette meme fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 

a 4- bx 

s’appelle aussi fonction lineaire, parce que, dans l’application a la Geo¬ 
metric, on s’en sert pour representer l’ordonnee d’une ligne droite. 
Toute fonction entiere ou fractionnaire est par cela m£me rationnelle, 
et toute autre espece de fonction algebrique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonometrie 
sont designees sous le nom de fonctions trigonometriques ou circu- 

laires. 

\ 

Les divers noms que Ton vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sees d’une seule variable s’appliquent egalement aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernieres fonctions jouissent, par 
rapport a chacune -des variables qu’elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nome qui ne contiendra que des puissances entieres des variables x, 
y, z, ... sera une fonction entiere de ces variables. On. appelle degre 
de cette fonction entiere la somme des exposants des variables dans le 
terme oil cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du pre¬ 
mier degre, telle que 

a-i-bx-hcy-\-ds-\-.... 


prend le nom de fonction lineaire. 
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CHAPITRE II. 


DES QUANTITIES INFINIHENT PETITES OU INFINIMENT GBANDES, ET DE LA CONTINUITY 

DES FONCTIONS. 

VALEUES SINGULIfeBES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PAETICULIERS. 


§ I. — Des quantites infiniment petites et infmiment grandes. 

On dit qu’une quantite variable deyient infiniment petite, lorsque sa 
valeur numerique decroit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite zero. II est bon de remarquer a ce sujet qu’on ne doit pas 
eonfondre un decroissement constant avec un decroissement inde- 
fini. La surface d’un polygone regulier circonscrit a un cercle donne 
decroit constamment a mesure que le nombre des cotes augmente, 
mais non pas indefiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du 
cercle. De meme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs 
successives que Ies differents termes de la suite 

2 3 4 5 6 

I2345 

prolongee a l’infini, decroitrait constamment, mais non pas indefini¬ 
ment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite 1 . 
Au contraire, une variable qui n’aurait pour valeurs successives que 
les differents termes dc la suite 

1 1 1 1 1 1 

7’ o’ 7’ H > 5 ’ -> •■" ’ 

4 3 6 5 8 7 

prolongee a 1’infini, ne decroitrait pas constamment, puisque la diffe¬ 
rence entre deux termes eonsecutifs de cette suite est alternativement 
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positive et negative; et, neanmoins, elle decroitrait indefiniment, 
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre 
donne. 

On dit qu’une quantite variable devient infiniment grande, lorsque 
sa valeur numerique croit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite oo. II est encore essentiei d’observer ici qu’on ne doit pas 
confondre une variable qui croit indefiniment avec une variable qui 
croit constamment. La surface d’un polygone regulier inscrit a un 
cercle donne croit constamment, mais non pas indefiniment, a mesure 
que le nombre des cotes augmente. Les termes de la suite naturelle 
des nombres entiers 

1 , 2, 3, 4) ... 

croissent constamment et indefiniment. 

Les quantites infiniment petites et infiniment grandes jouissent de 
plusieurs proprietes, qui conduisent a la solution de questions impor- 
tantes, et que je vais exposer en peu de mots. 

Soit a une quantite infiniment petite, c’est-a-dire une variable dont 
la valeur numerique decroisse indefiniment. Lorsque dans un meme 
calcul on fait entrer les diverses puissances entieres de «, savoir 

ot, of?, or?, ..., 

ces diverses puissances sont respectivement designees sous le nom 
d’infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. En 
general, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantite 
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur nume¬ 
rique de a diminue, vers une limite finie differente de zero; infiniment 
petit du second ordre toute quantite variable avec a, et dont le rap¬ 
port avec a 2 converge vers une limite finie differente de zero, etc. Cela 
pose, si l’on designe par k une quantite finie differente de zero, et par 
e un nombre variable qui decroisse indefiniment avec la valeur nume¬ 
rique de a, la forme generate des quantites infiniment petites du pre¬ 
mier ordre sera 


kef. ou du moins Aot(i±e); 
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la forme generale des quantites infiniment petites du second ordre 

koP ou du moins ka 2 (i±s), 

.. • 9 

enlin la forme generale des infiniment petits de l’ordre n (n repre- 
sentant un nombre entier) sera 

kot. n ou du moins ka n ( i±e). 

On peut facilement etablir, a Regard de ces divers ordres de quantites 
infiniment petites, les theoremes suivants : 

TiiEORiME 1 . — Si I on compare I’un a 1 ’autre deux infiniment petits 
d’ordres differenls, pendant que tous les deux convergeront vers la limile 
zero, celui qui est de Vordre le plus eleve finira par obtenir constamment 
la plus petite valeur numerique. 

Demonstration. — Soient, en effet, 

ka n (x±e), k'u n '(i ± e') 

deux infiniment petits, Run de l’ordre n, l’autre de l’ordre n' , et sup- 
posons n'fi>n\ le rapport entre le second de ces infiniment petits et 
le premier, savoir 

k’ , i ± s' 
k i ± e 

convergera indefiniment avec a vers la limite zero, ce qui ne peut 
avoir lieu qu’autant que la valeur numerique du second finit par de- 
venir constamment inferieure a eelle du premier. 

TheorIiME II. — Un infiniment petit de l’ordre n, c esl-a-dire de la 
forme 

kcn"(i ± e), 

change de signe avec a loutes les fois que n est un nombre impair, et 
conserve pour de tres petites valeurs numeriques de a le mime signe que la 
quantite k, lorsque n est un nombre pair. 

Demonstration. — En effet, dans la premiere hypothese, a" change 
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de signe avec a, et, dans la seconde, a ,! est loujours positif. De plus, 
le signe du produit k(i ± e) est le meme que celui de k, lorsque £ est 
tres petit. 

Theoreme III. — La somme de plusieurs infiniment petits des ordres 

n, n', n", 

(ri, n", ... designant des nombres superieurs a n) est un nouvel infini¬ 
ment.petit del’ordre n. 

Demonstration. — En effet, 


ka" ( i ±e) -+- k' a n '(i ± e 1 ) -+- k" <x n " (i ± e ") + .. . 

k' k" 1 

— ktx a i ± £ -1- -j- a. n '~ n ( i ±s') + — x n "~ n (i ± e") 4-. . . 

— kaL n ( I ± £, ), 


s, etant un nombre qui converge avec a vers la limite zero. 

Des principes qu’on vient d’enoncer on deduit aisement, comme 
on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui se rapportent a 
des polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes d’une 
quantite infiniment petite a. 

Theor£me IY. — Tout polyndme ordonne suivant les puissances ascen¬ 
dantes de a, par exemple 

a b oc c oc 2 . ,. 

ou, plus generalement, 

ax' 1 - 1- bx n '-\- ... 

(les nombres n, n ', n", ... formant une suite croissante), finit par etre, 
pour de tres petites valeurs numeriques de a, constamment de meme signe 
que son premier terme 

a ou a a". 

Demonstration. — En effet, la somme faite du second terme et de 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit du 
premier ordre, dont la valeur numerique finit par etre inferieure a 
celle de la quantite finie a , et, dans le second cas, un infiniment petit 
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de l’ordre n! , qui finit par obtenir constamment une valeur numerique 
inferieure a celle d’un infiniment petit de l’ordre n. 

Theoreme Y. — Lorsque, dans le polyndme 

act.' 1 + ba n '~ I- ca“'+ - • •, 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a., le degre n' du second 
terme est un nombre impair, ce polyndme, pour de tres petites valeurs 
numeriques de a, est tantot superieur el tantot inferieur a son premier 
terme a a", suivant que la variable a el le coefficient b sont de mime signe 
ou de signes contraires. 

Demonstration. — En effet, dans 1’hypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

feai"'+coi’‘'+. .., 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de a, de meme signe 
que chacun des deux produits bed 1 ', bet.. 

Theoreme VI. — Lorsque, dans le polyndme 

atx n 4- ba n ' 4- ca n " 4- • • -, 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a, le degre n' du second 
terme est un nombre pair, ce polyndme, pour de tre's petites valeurs nume¬ 
riques de a, finit par devenir constamment superieur a son premier terme, 
toutes les fois que b est positif, et constamment inferieur, loutes les fois 
que b est negatif. 

Demonstration. — En effet, dans I’hypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de tres petites valeurs nu¬ 
meriques de a, le signe du produit bed 1 ', et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. — En supposant, dans le theoreme qui precede, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

TffiEOREME VII. — Si, dans le polyndme 

a 4- ba n ' 4- ca n +.. 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a, ri designe un nombre 

6 
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pair; parmi les valeurs de ce polynome correspondantes a des valeurs in- 
finiment petites de a, celle qui correspond a a = o, c est-a-dire a , sera 
toujours la plus petite, lorsque b sera posilif, et la plus grande, lorsque b 
sera negatif. 

Cette valeur particuliere du polynome, plus grande ou plus petite 
que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appelle un maximum ou 
un minimum. 

Les proprietes des quantites infiniment petites etant etablies, on 
en deduit les proprietes analogues des quantites infiniment grandes, 
en observant que toute quantite variable de cette derniere espece 
peut etre representee par -> a designant une quantite infiniment 
petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polynome 
ax m ■+- bx m ~ 1 -+- cx m ~ 2 -\- hx -+- k, 

ordonne suivant les puissances descendantes de la variable x, cette 
variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme on 
reduit le polynbme dont il s’agit a 


a 

a " 1 


b c , 

i+ - a -+- - . 

a a 


. -\- - a" 



f 


et l’on reconnait alors immediatement que, pour de tres petites va¬ 
leurs numeriques de a, ou, ce qui revient au meme, pour de tres 
grandes valeurs numeriques dea?, ce polynome est de meme signe que 
son premier terme 


Comme cette remarque subsiste dans le cas meme oil quelques-unes 
des quantites b, c, h, k se reduisent a zero, il en resulte qu’on 
peut enoncer le theoreme suivant: 

Theoreme YIII. — Lorsque, dans un polynome ordonne suivant les puis¬ 
sances descendantes de la variable x, on fait croitre indefiniment la va¬ 
leur numerique de cette variable, le polynome finit par etre constamment 
de meme signe que son premier terme. 
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§ II. — De la continuite des fonctions. 

Parmi Ies objets qui se rattachent a la consideration des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives a la continuite ou a la dis- 
continuite des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les 
fonctions d’une seule variable. 

Soit fix') une fonction de la variable x, et supposons que, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees, cette 
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue k la va¬ 
riable x un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-meme 
recevra pour accroissement la difference 

f(x + cx)—f(x), 

qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de x. Cela pose, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi¬ 
gnees a la.variable x, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur nume- 
rique de la difference 

/(x + «) — f{x) 

decroit indefiniment avec celle de oc. En d’autres termes, la fonc¬ 
tion fix) restera continue par rapport a x entre les limites donnees, si, 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-meme. 

On dit encore que la fonction f(x) est, -dans le voisinage d’une 
valeur particuliere attribute a la variable x, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 
de x, meme tres rapprochees, qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’etre continue dans le voisi¬ 
nage d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient 
alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particuliere solution de 
continuite. 
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D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sina?, admettant 
pour chaque valeur particuliere de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numerique de sin ({a), et par suite celle de la 
difference 

sin (a 1 -+- a) — sin.r = 2 sin (fa) cos (it - + fa), 

decroissent indefiniment avec celle de cc, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur finie que Ton attribue a x. En general, si Ton envisage sous le 
rapport de la continuity les onze fonctions simples que nous avons 
considerees ci-dessus (Chap. I, § II), savoir 

a-t-x, a — x, ax, A®, L(x), 

sin.r, cos^c, arcsine, arccos-r, 

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois que, etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devientpas infinie dans 1’inter- 
valle. 

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
d’une valeur finie attribute a la variable x, si cette valeur finie se 
trouve comprise : 

Pour 

les fonctions 

a 4- x \ 
a — x I 
a cc I 

/ entre les limites x — ~ <x>, x — -\-oa: 

K x i ’ 

sin x 1 

cosa; / 

Pour 

la fonction 

i 0 entre les limites x — ~ 00, x = o, 

2 0 entre les limites x = o, x — <x>; 
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Pour 

les fonctions 


L(» ) 

enfin 

Pour 

les fouctioas 
arcsine j 
arccos^c 


entre les limites x = o, 


entre les limites x — — i, 


x — + i. 


II est bon d’observer que, dans le cas oil Ton suppose a — ±m(rn de- 
signant un nombre entier), la fonction simple 

x a 

est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la va¬ 
riable x, pourvu que cette valeur soil comprise : 

sia = 4- m, entre les limites x— — go, x — + ce>, 

| entre les limites x — — <x>, x — o 
si a — — m, < ou bien 

( entre les suivantes x — o, x — <x>. 


Parmi les onze fonctions que 1’on vient de citer, deux seulement 
deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans l’inter- 
valle des limites entre lesquelles ces memes fonctions restent reelles. 
Les deux fonctions dont il s’agit sont 

— et x a (lorsque a = —m). 


L’une et 1’autre deviennent infinies, et par consequent discontinues, 
pour x — o. 

Soit maintenant 

.f{x,y,z, ...) 

une fonction de plusieurs variables x, y, z, et supposons que, 
dans le voisinage de valeurs particulieres X, Y, Z, ... attribuees a ces 
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variables, f(oc, y, z, ...) soit a lafois fonction continue de x, fonction 
continue de y, fonction continue de z, .... On prouvera aisement 
que, si Ton designe par a, 6, y, ... des quantites infiniment petites, 
et si Ton attribue a x, y, z, ... (es valeurs X, Y, Z, ... ou des valeurs 
tres voisines, la difference 

f(x -ha, y + 6,5 +y) — f{x,y, z, . . .) 

sera elle-meme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans 1’hy- 
pothese precedente, les valeurs numeriques des differences 

f{x 4- oc,y, 2 , . ..) — f(x, y, z, ...), 

y- 4-6, s, ...) — f(x 4- a, y, s, ...), 

/(3H-a, y 4-6, s + y, ...) — f(x 4-a, /4-6, s, ...), 


decroitront indefiniment avec celles des quantites variables a, 6, y, ..., 
savoir, la valeur numerique de la premiere difference avec la valeur 
numerique de a, celle de la seconde difference avec la valeur nume¬ 
rique de 6, celle de la troisieme avec la valeur numerique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffe¬ 
rences, savoir 

f(x + a,y + 6,£ + y,...)—f(x,y,z,...), 

convergera vers la limite zero, si a, 6, y, ... convergent vers cette 
meme limite. En d’autres termes, 

/(«4- a, y 4-6, 2 4-y, .. .) 

aura pour limite 

f{oc,y,z, ...). 

La proposition qu’on vient de demontrer subsiste evidemment dans 
le cas meme oil l’on etablirait entre les nouvelles variables a, 6, y, ... 
certaines relations. II suffit que ces relations permettent aux nouvelles 
variables de converger toutes en meme temps vers la limite zero. 
Lorsque, dans la meme proposition, on remplace x, y, z, ... par 




PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE II. 


wi 


X, Y, Z, ..., et x + a, y -+- 6, z y, ... par x, y, z, ..., on obtient 
l ; enonce suivant : 

Theoreme I. — Si les variables x, y, z, ... out pour limites respectives 
les quantites fixes et determinees X, Y, Z, ..., et que la fonction 
f (x, y, z, ...) soil continue par rapport a chacune des variables x, y, 
z, ... dans le voisinage du systems des valeurs particulidres 

•n — X, y — Y, z — L, 
f(x, y, z, ...) aura pour limite /(X, Y, Z, ...). 

Comme, dans ce second enonce, les variables a, 6, y, ... se trouvent 
remplacees par x — X, y — Y, z — Z, ..., les relations qu’on pouvait 
etablir, dans le premier enonce, entre a, 8, y, ..., pourront etre eta- 
blies, dans le second, entre les quantites x — X, y — Y, z — Z; et il 
en resulte que la fonction f(x,y, z, ...) aura pour limite /(X, Y, Z, ...), 
dans le cas meme ou les variables x, y, z, ... seraient assujetties a 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap- 
procher indefiniment des limites X, Y, Z, .... 

Supposons, pour fixer les idees, que x, y, z, ... soient fonctions 
d’une meme variable t consideree comme independante, et continues 
par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere 

t = T. 

Si 1’on fait, pour plus de commodite, 

f{x,y,s, ...) = «, 

u sera ce qu’on appelie une fonction composee de la variable t ; et, si 

X, Y, Z, ..., U 
designentrespectivement.ee que deviennent 

x, y, z, u 


dans le cas oil Pon suppose / = T, il est clair, d’une part, qu’une 
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valeur de t tres voisine de T fournira pour u une valeur unique et 
finie; d’autre part, qu’il suffira de faire converger t vers la limite T, 
pour que Ies variables x, y, z, ... convergent vers les limites X, Y, 
Z, et, par suite, la fonction u—f{x,y,z, ...) vers la limite 
U= /(X, Y, Z,...). On prouverait absolument de la meme maniere 
que, si l’on attribue a t une valeur tres voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s’approchera indefiniment, tandis que t convergera vers la valeur 
donnee; et Ton doit conclure que u sera fonction continue de t dans 
le voisinage de t — T. On peut done enoncer le theoreme suivant : 

Theoreme II. — Designons par 

x, y, s, ... 

plusieurs foactions de la variable t; qui soient continues par rapport a 
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere l — T. Soient, 
de plus, 

X, Y, Z, ... 

les valeurs particulieres de x, y, z, ... correspondantes a t = T; et sup- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particulieres, la fonction 

u=f(x,y,s, ...) 

soil en meme temps continue par rapport a x, continue par rapport ay, 
continue par rapport a z, ... ; u, consideree comme une fonction de t, 
sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti¬ 
culiere t = T. 

Si, dans le theoreme precedent, on reduit les quantites variables x, 
y, z, ... a une seule, x, on obtiendra un nouveau theoreme, qu’on 
peut enoncer comme il suit: 

Theoreme III. — Supposons que, dans l’equation 

« = /(•*)• 

la variable x soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que 
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la variable x soil fonction continue de l dans le voisinage de la valeur 
parliculiire t = T, et u fonction continue de x dans le voisinage de la 
valeur particuliere x = X correspondanle a t, — T. La quantite u, consi¬ 
dered comme fonction de t, sera encore continue par rapport a cette va¬ 
riable dans le voisinage de la valeur particuliere t = T. 

Supposons, par exeinple, 

u = ax et x = t n , 

a designant une quantite constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du theoreme III que 

u — at a 

est, entre des Iimites quelconques de la variable t, fonction continue 
de cette variable. 

De meme, si Ton fait 

x 

u — —, x — imt, y = cos t, 

on conclura du theoreme II que la fonction 

u = tang t 

est continue par rapport a t dans le voisinage d’une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit 
n’est pas comprise dans la formule 

t — dz zkn dz -> 

2 

k designant un nombre entier; c’est-a-dire toutes les fois qu’a cette 
valeur de t correspond une valeur finie de tang*. Au contraire, la fonc¬ 
tion tang* admettra une solution de continuity, en devenant infinie, 
pour chacune des valeurs de t comprises dans la formule prece- 
dente. 

Supposons encore 

u —a-yx-\-y -\~.z , 

x — bt, jr — c * 2 , ..., 
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a, b, c, ... designant des quantites constantes. Alors, u etant fonction 
continue de x, y, z, ... entre des limites quelconques de ces variables, 
eta?, y, z, ... fonctions continues de la variable t entre des limites 
quelconques de cette derntere, on conclura du theoreme III que la 
fonction 

n -— ci bt —cl~ -4— ... 

est elle-meme continue par rapport a t entre des limites quelconques. 
Par suite, comme t = o donne u = a, si l’on fait converger t vers la 
limite zero, la fonction u convergera vers la limite a et finira par 
obtenir le meme signe que cette limite, ce qui s’accorde avec le theo¬ 
reme IY du § I. 

Une propriete remarquable des fonctions continues d’une seule 
variable, c’est de pouvoir servir a representer en Geometrie les ordon- 
nees de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on 
deduit facilement la proposition suivante : 

Theoreme IV. — Si la fonction fix') est continue par rapport it la 
variable x entre les limites x = x 0 , x — X, et que Von designe par b une 
quantile intermediate entre f(x 0 ) et /(X), on pourra toujours satisfaire 
a l'equation 

f{x) — b 

par une ou plusieurs valeurs reelles de x comprises entre x u et X. 

Demonstration. — Pour etablir la proposition precedente, il suffit 
de faire voir que la courbe qui a pour equation 

y = f{ x ) 

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour equation 

y — b 

dans l’intervalle compris entre les ordonnees qui correspondent aux 
abscisses x 0 et X; or c’est evidemment ce qui aura lieu dans 1'hypo- 
these admise. En effet, la fonction/(a;) etant continue entre les limites 
x = x 0 , x— X, la courbe qui a pour equation y =.f{x) et qui passe 
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i” par le point correspondant aux coordonnees 2 ° par le 

point correspondant aux coordonnees X et/(X), sera continue entre 
ces deux points; et, comme 1’ordonnee constante b de la droite qui a 
pour equation y = b se trouve comprise entre les ordonnees /(#„), 
/(X) des deux points que Ton considere, la droite passera necessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer 
dans l’intervalle lacourbe ci-dessus mentionnee. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, demontrer le 
theoreme IV par une methode directe et purement analytique, qui a 
meme l’avantage de fournir la resolution numerique de 1’equation 

b. 


§ III. — Valeurs singulieres des fonctions dans quelques cas 

particuliers. 

Lorsque, pour un svsteme de valeurs attributes aux variables 
qu’elle renferme, une fonction d’une on de plusieurs variables n’ad- 
met qu’une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement 
de la definition meme de la fonction. S’il se presente un cas particu¬ 
lar dans lequel la definition donnee ne puisse plus fournir immedia- 
tement la valeur de la fonction que 1’on considere, on cherche la 
limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
que les variables s’approchent indefiniment des valeurs particulieres 
qui leur sont assignees; et, s’il existe une ou plusieurs limites de 
cette espece, elles sont regardees comme autant de valeurs de la fonc¬ 
tion dans l’hypothese admise. Nous nommerons valeurs singulieres de 
la fonction proposee celles qui se trouvent determinees comme on 
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles qu’on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs inlinies, et souvent aussi celles 
qui correspondent a des solutions de continuite. La recherche des va¬ 
leurs singulieres des fonctions : est une des questions les plus impor- 
tantes et les plus delicates de l’Analyse : elle offre plus ou moins de 
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difficultes, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables 
qu’elles renferment. 

Si d’abord on considere les fonctions simples d’une seule variable, 
on trouvera qu’il est facile dc fixer leurs valeurs singulieres. Ces va- 
leurs correspondent toujours a l’une des trois hypotheses 


X = — 00, X ~ O, X oo, 


et sont respectivement 


Pour 

les 

fonctions 

a -+- x a quelconque 

a — x a quelconque .... 

( a positif. 

cix l 

I a negatif. 


a -h (— oo) — oo 
a — (— oo) = co 
a x (— oc) = — oo 
a x (— oo) = oo 



1 a positif. 

( a negatif. 

^ ( A sup. a l’unite. . A~" = o 

| A inf. a l’unild... A"” = oo 

| Base des log. sup. j 

' a l'unite. 

L(.r) < 

I Base des log. inf. j 
1 a l’unite.( 



a -+- oo — 

OO 


a — go 

- OO 


a x cc~ 

OO 


a X cc — 

- 00 

a . 

-.=±00 

a 

— = 0 

GO 


a 

- =moo 

0 

8 1 a 

11 

o 


o 

11 

o 

co a := go. 


0® = 00 

00®=: 0 


A°=i 

A” =00 


A°= i 

o 

11 

8 

< 


L(o) = — oo 

L(oo) = 

OO 

L (o) = oo 

L ( 00 ) = - 

— GO 


since . sin(— oo) — M((— i, -hi)) . sin(oc) = M((— i, + i)) 

cos.r . cos(—oo) = M((—i,+i)) . cos(oo) — M((— i, +i)) 


La notation M((— i, -hi)) designe ici, comme dans les preliminaires, 
une quelconque des quantites moyennes entre les deux limites 

— i et -+- 1 . 

II est bon d’observer que, dans le cas ou Ton suppose a — dzm, 
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m designant un nombre entier, la fonction simple 

x a 


admet constamment trois valeurs singulieres, savoir : 


lorsque I 

| m etant un nombre pair. 

(- 

oo)"' —oo, 

o'" 

= 0, 

go'" = 

GO. 

a — + m i 

! m etant impair. 

(- 

oo)'" — — oo, 

o'" 

— 0, 

co" 1 = 

GO, 

lorsque 

j m etant pair. 

(— 

oo)-'" — 0, 

0 -m 

— co, 

oo-'" = 

O. 

a —■— m 

( m etant impair. 

(- 

go)-"' = 0, 

((0 ))' 

— ± GO, 

OO - — 

o. 


Considerons maintenant les fonctions composees d’une seule va¬ 
riable x. Quelquef'ois il est aise de trouver leurs valeurs singulieres. 
Ainsi, par exemple, si Ton designe par k un nombre entier quel- 
conque, on reconnaitra sans peine que la fonction composee 


tangj; = 


si n 
COS a? 


a ses valeurs singulieres comprises dans les trois formules 


tang((w)) = M((—oo, -t-oc)), 
tang^2/t7T± ^^=± 00 , 
tang((— oo)) = M((— oo, -+- oo)), 

tandis que les valeurs singulieres de la fonction inverse 


x 

arc tan sx — arc sin ■■ - : 

\/n -* 2 

sont respectivement 

arctang(—oo)—— arc tang(oo) = ~ • 


Mais souvent aussi de semblables questions presentent de veritables 
difficultes. Par exemple, on n’aperqoit pas immediatement comment 
on peut determiner la valeur singuliere de la fonction 

X x , 
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lorsqu’on v suppose x = o, ou celle de la fonction 


lorsqu’on prend x — go. Pour donner une .idee des methodes qui con- 
duisent a la solution des questions de cette espece, je vais etablir ici 
deux theoremes a l’aide desquels on peut, dans un grand nombre de 
cas, determiner les valeurs singulieres que regoivent les deux fonc- 
tions 


fix) 

X 


y 


[/(*)]' 


lorsqu’on y suppose x — oo. 

Theor£:me I. — Si, pour des valeurs croissanles de x, la difference 

+ i) -/O') 

converge vers une certaine limile k, la fraction 

f{x) 

X 

cornergera en rnerne temps vers la rnerne limite. 

Demonstration. — Supposons d’abord que la quantite k ait une va- 
leurfinie, et designons par £ un nombre aussi petit que Ton voudra. 
Puisque des valeurs croissantes de x font converger la difference 

/(«-+- 1 ) - fix) 

vers la limite /c, on pourra donner au nombre h une valeur assez con¬ 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, la difference dont 
il s’agit soit constamment comprise entre les limites 

k ■ - £, k -\- £. 

Lela pose, si Ton designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
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cune des quantites 

/(A + .)-/(/i), 

/(A+a) —/(A + i), 


f(h + n)—f(h 4 - n — i), 

et, par suite, leur moyenne arithmetique, savoir 

/(h + n) — f(h) 

- , 

n 

se trouvera comprise entre les limites k — e, k -+- t. On aura done 

/(A + »)-/ ( ;. ) = 
n 


a etant une quantile comprise entre les limites — z, + s. Soit mainte- 
nant 

h H- n — x. 


L’equation precedente deviendra 


(0 

et Ton en conclura 


A*)-Ah) _ , 

x — h 


( 2 ) 


f{x)= A h ) h) (A + a), 

/(_,_)^/(A) + / AX 

X X \ x) 


De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de h. Supposons, en consequence, que dans l’equation ( 2 ) on con- 
sidere h comtne une quantite constante, et x comme une quantite va¬ 
riable qui converge vers la limite so. Les quantites 

f{h) h 

- y — ? 

X X 


renfermees dans le second membre, convergeront vers la limite zero. 
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et le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

l\ <Xy 

a etant toujours compris entre — s et.-+- s. Par suite, le rapport 

/(a?) 

X 

aura pour limite une quantite comprise entre h — t et kz. Cette 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre e, 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantite k. 
En d’autres termes, on aura 

(3) linn ' — k — lim[/(a: H- i) — /(a:)]. 

Supposons, en second lieu, k~za. En designant alors par H un 
nombre aussi grand que Ton voudra, on pou'rra toujours attribuer au 
nombre h une valeur assez considerable, pour que, x etant egal ou 
superieur a h, la difference 

f( X + I) —f(x)- 

qui converge vers la limite oo, devienne constamment superieure a H; 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 

f(h + «)-/( h) > H 


Si maintenant on pose h-hn = x, on trouvera, au lieu de l’equa- 
tion ( 2 ), la formule suivante 


X X \ X 




de laquelle on conclura, en faisant converger a? vers la limite 00, 


lim 


fix) 

X 


> H. 


fix) 


La limite du rapport 
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sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soil. Cette 
limite superieure a tout nombre assignable ne peut etre que 1’infini 
positif. 

Supposons enfin k = — oo. Pour ramener ce dernier cas au prece¬ 
dent, il suffira d’observer que, la difference 

— /(«) 

ayant pour limite — oo, la suivante 

[-/(* + !)] -[-/(*)] 

• * • • —- "f ( jp 'j 

aura pour limite 4-00. On en conclura que la limite de — ~ — - est 
egale a •+• oo, et par suite celle de a — 00. 

Corollaire /. — Pour montrer une application du theoreme prece¬ 
dent, supposons 

f(.r) = L(x), 

L etant la caracteristique des logarithmes dans un systeme dont la 
base surpasse l’unite. On trouvera 

/(®-H)-/(*) = I'(« + i)-L(«) = l|i+ 

et, par suite, 

/f=:L ( ,+ ;o) = L(l) = 0 - 

On peut done affirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rap¬ 
port 

L(^) 

X 

eonvergera vers la limite zero; et il en resulte que, dans un systeme 
dont la base est superieure a lunite, les logarithmes des nombres croissent 
beaucoup moins rapidement que les nombres eux-rnemes. 

Corollaire II. — Supposons, en second lieu, 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


f(x) = A x , 
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A designant un nombre superieur a l’unite. On trouvera 
f(x -+- i) — f(x) = A x+1 — A x = A x ( A — I) 

et, par suite, 

k — A" (A — 1) = oo. 

On peut done atfirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rapport 

k x 

X 

converge vers la limite oo, et il en resulte que l’exponent idle A x , 
lorsque le nombre A surpasse Vunite, finit par croitre beaucoup plus 
rapidement que la variable x. 

Corollaire III. — On doit observer, au reste, qu’il n’y a lieu a cher- 
cher par le theoreme I la valeur du rapport 

fix) 

-- I 

X 

correspondante a x = <x, que dans le cas ou la fonction f(x) devient, 
infinie avee la variable x. Si cette fonction restait finie pour x — oo, 
le rapport J K • aurait evidemment zero pour limite. 

Je passe au theoreme qui sert a determiner dans plusieurs cas la 
valeur de 

pour x = oo. Yoici en quoi il consiste : 

Theoreme II. — Si, la fonction fix') etant positive pour de tres grandes 
valeurs de x, le rapport 

fix-hi) 
f(x) 

converge, iandis que x croit indefiniment , vers la limite k, l’expression 

r/(.*)F 

converger a en me me temps vers la meme limite. 
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Demonstration. — Supposons d’abord que la quantite k, necessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et designons par i an nombre 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 
convergerle rapport 

/(ag + t) 

A x ) 

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con¬ 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, le rapport dont il 
s’agit soit constamment compris entre les limites 

k —e, k -+- e. 


Cela pose, si Ton designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantites 

f{h +-Q /(A-t- a) _ _ _ f(h + n) 

f{fi) ’ /(A-Pi)’ /(A+ « — !)’ 

et, par suite, Ieur movenne geometrique, savoir 


~f(h + n)l " 

L J\h) -J ’ 


se trouvera comprise entre les limites k — e, k - he. On aura done 


/(A -i- n)' 
. Ah) _ 


1 

n 


— k -H ct, 


a. etant une quantite comprise entre les limites — e, -+- e. Soit main- 
tenant 

A - 4 - n = x. 


L’equation precedente deviendra 


(4) 

et 1’on en conclura 


r /(*) i 

.Ah) J 


\ 

i.x* — h 


— k -f- cc t 


f{x) =/(A) (k -+- oc)*- A , 
[f(x)Y'~[f{h)Y{k + cf.) x 


( 5 ) 
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De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n, sans changer la valeur 
de h. Supposons, en consequence, que dans l’equation (5) on con- 
s'idere h comme une quantite constante, ct x comme une quantite 
variable qui converge vers la limite ao. Les quantites 

[/(/or.- 

renfermees dans le second membre, convergeront vers la limite i, et 
le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

k h~ of, 

a etant toujours compris entre — £ et + i. Par suite, l’expression 

aura pour limite une quantite comprise entre k — z et k + z. Cette 
conclusion devant subsister, quelle que suit la petitesse du nombre e, 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantite k. 
En d’autres termes, on aura 

(6) li m [/(x)f=^ = liiri / ^+ T) - 

Supposons, en second lieu, la quantite k infrnie, c’est-a-dire, puisquc 
cette quantite est positive, k — ao. En designant alors par H un nombre 
aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au nombre h 
une valeur assez considerable pour que, x etant egal ou superieur a h, 
le rapport 

/(*+ 0 

J\ x ) 

qui converge vers la limite c c, devienne constamment superieur a H; 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 
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Si maintenant on pose h-\-n.= x, on trouvera, au lieu de l’equa- 
tion (5), la formule suivante 

[/(*)]*>[/( A)]'H 1- ^ 


de laquclle on conclura, en faisant converger x vers la limite oo, 


lim[/(,r)] r > H. 

La limite de l’expression 

[/(«)] r 


sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette 
limite, superieure a tout nombre assignable, ne peut etre que l’infini 
positif. 

Nota. — On pourrait facilement demontrer Pequation (6), en cher- 
chant par le tbeoreme I la limite vers laquelle converge le logarithme 




et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. 

Corollciire I. — Pour donner une application du tbeoreme II, sup- 
posons 

f{x)—x\ 


on aura’ 


f{x- 1~ I) X-h I I 

f{x) x x 


et, par suite, en passant aux limites, 

k—\. 


Done, si Ton fait croitre indefiniment la variable x, la fonction 

\ 

convergera vers la limite i. 
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Corollaire II. — Soit, en second lieu, 

f{x) — ax' 1 -f- bx n ~' 4- cx n — % = P, 

en sorte que P designe un polynome en x du degre n. On trouvera 


( i\" b 

f(x 4 - i) _ \ x J x 

/(») _ 




et, en passant aux limites. 



a 


Si done P represente un polynome entier quelconque, P l aura pour 
limite i. 


Corollaire III. — Soit enfin 


On trouvera 


f{* -i- 1 ) _ C{X + I) _ 
J\x) ~ L(x) ~ 


f(x) — L(x). 
L(x) 4- L( 


X 


L(x) 



L(x) 


et, en passant aux limites, 

/C = J. 

1 

Par suite, f L(a?)]' a encore pour limite l’unite. 

Les theoremes I et II subsistent evidemment dans le cas meme ou 
la variable x est consideree comrae ne pouvant admettre que des 
valeurs entieres. En effet, pour rendre applicables a ce cas particulier 
les demonstrations que nous avons donnees des deux theoremes, il 
suffit de concevoir que la quantite designee par h dans chacune de 
ces demonstrations devienne un nombre entier tres considerable. Si, 
dans le meme cas, on represente les valeurs successives de la fonc- 
tion f(x) correspondantes aux diverses valeurs entieres de x, savoir 


par 


/(i), f{i), /(3), /(«), 

A,, A,, A 3 , ..., A ;i , 
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on obtiendra a la place des theoremes I et IF les propositions sui- 
vantes : 

Theoreme III. — Si la suite des quantiles 

A], A,, Aj, ...» A n , ... 

est telle que la difference entre deux termes consecutifs de cette suite, 
savoir 

A«-t-i ~ A n , 

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 
fixe A, le rapport 

A„ 

n 


convergera en mime temps vers la mime limite. 

Theoreme IV. — Si la suite des nombres 

At> A, A 3 , * * •) . . . 

est telle que le rapport entre deux termes consecutifs, savoir 


7 


A, 


converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 
fixe A, l’expression 

(A «)" 

convergera en mime temps vers la mime limite. 

Pour montrer une application du dernier theoreme, supposons 

A„~i .2.3.. .n. 

La suite A,, A 2 , ... deviendra 

I, 1.2, 1.2.3, ..., 1.2.3. 

et le rapport entre deux termes consecutifs de la meme suite, savoir 
A„-H! _ 1.2.3. . .«(rt 4- l) 


A,, 


.2.3 . ..n 


= n H- i, 
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convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 
limite cc. Par suite, l’expression 

i i 

(A.)"=(i.2.3...«)» 

converge vers la meme limite. 

On trouverait, au contraire, que l’expression 



converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. 

Souvent, a l’aidc des theoremes I et II, on peut determiner la valeur 

singuliere que repoit une fonction composee de la variable x, tandis 

que cette variable s’evanouit. Ainsi, par exemple, si l’on veut obtenir 

la valeur singuliere de x x correspondante a x — o, il suffira de cber- 

cher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes 

1 

de x, l’expression Cette limite, en vertu du tbeoreme II 

X x 

(corollaire I), est egale a 1’unite.. 

De meme, on conclurait du theoreme I (corollaire I) que la fonc¬ 
tion 

x L ( x ) 

s’evanouit avec la variable x. 

Lorsque les deux termes d’une fraction sont des quantiles infiniment 
peliles, dont les valeurs numeriques decroissent indefiniment avec celle 
de la variable a, la valeur singuliere que rego it cette fraction, pour a = o, 
est tantot fmie, tantot nulle ou infinie. En effe.t, designons par k, k! deux 
constantes finies qui ne soient pas nulles, et par z, z deux nombres 
variables qui convergent avec a vers la limite zero. Deux infiniment 
petits, fun de l’ordre n, l’autre de l’ordre n , pourront etre repre- 
sentes respectivement par 

k' a n '(i± s'), 
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et leur rapport, savoir 

k'a n '(i ± e' ) _ k' i±s' n ,_ n _ k' i ± s' i 

kot n ( i±e) k i ± s a k i±g cc"" re '’ 

aura evidemment pour limite 

k' 

si l’on suppose n'=n, 

o, si Ton suppose n'> n, 

±oo, si Ton suppose «'<«. 

On prouverait de meme que la limite vers laquelle converge le rapport 
de deux quantiles infiniment grandes, tandis que leurs valeurs nume- 
riques croissent indefiniment avec celle d une meme variable x, peut etre 
nulle,fmie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe determine, 
constamment egal au produit des signes des deux quantites que Ton 
considfere. 

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va¬ 
riable a vers la limite zero, on doit placer la suivante 

f{x + a.)—f{x) 

- ? 

a 

toutes les fois qu’on attribue a la variable x une valeur dans le voisi- 
nage de laquelle la fonction f(x) reste continue. En effet, dans cette 
hypothese, la difference 

f(x + a) —f{x) 

est une quantite infiniment petite. On peut meme remarquer qu’elie 
est en general un infiniment petit du premier ordre, en sorte que le 
rapport 

f{x+ cc) —f(x) 
a 


converge ordinairement, tandis que la valeur numerique de a diminue, 
vers une limite finie differente de zero. Cette limite sera, par 
exemple, 

2 x, si l’on prend f(x) = x 2 


et 


si Ton prend 

x i r J X 


OEnvres de C S* II? HI. 


9 
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Dans le cas particular ou Ton suppose x — o, le rapport 

f(.x + x) — f(x) 


se reduit a cet autre 

/ (a) ~/(o) . 


Parmi les rapports de cette derniere espece, nous nous bornerons ici 
a considerer le suivant 

sin a 
a 


Comme il peut etre mis sous la forme 

sin( — a) 

- 1 

— a 

sa limite restera la meme, quel que soit le signe de a. Cela pose, con- 
cevons que Pare a recoive une valeur positive tres petite. La corde de 
Pare double 2 a etant representee par 2 sina, on aura evidemment 
1 a. >• 2 sin a et, par suite, 

a. > sin a. 


De plus, la somme des tangentes menees aux extremites de Parc 2 a 
etant representee par 2 tanga, et formant une portion de polvgone 
qui enveloppe cet arc, on aura encore 2 tanga > 2 a et, par conse¬ 
quent, 

tanga > a. 

En reunissant les deux formules qu’on vient d’etablir, on trouvera 

sin« < a < tanga; 

puis, en remettant pour tanga sa valeur, 


el, par suite. 


sin a < a <; 


sin a 

cosa 


i< 


sina 


< 


cosa 


1 > 


sina 

- > cosa. 


a 
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Or, tandis que a diminue, cosa converge vers la limite i : il en sera 
done de meme a fortiori du rapport toujours compris entre i et 
cosa, en sorte qu’on aura 


( 7 ) 


,. sin a 

Jim —:— = r. 

a 


La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 

f{xa )-— fix) f(a)~ f( o) , . . , 

- - - > - ~ -etant un des principaux objets du Calcul 

infinitesimal, nous ne nous v arreterons pas davantage. 

II nous reste a examiner les valeurs singulieres des fonctions de 
plusieurs variables. Quelquefois ces valeurs sont completement deter- 
minees et independantes des relations que 1’on pourrait etablir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si Ton designe par 

6 , X, y 


quatre variables positives, dont les deux premieres convergent vers la 
limite zero et les deux dernieres vers la limite oo, on reconnaitra sans 
peine que les expressions 

ol y 

a 6 , xy, -> f > ar, xr 
ont pour limites respectives 


O, OC, O, 00, o, oo. 

Mais le plus souvent la valeur singuliere d’une fonction de plusieurs 
variables ne peut etre entierement determinee que dans le cas parti- 
culier oil, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec¬ 
tives, on etablit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela¬ 
tions ne sont pas fixees, la valeur singuliere dont il s’agit est une 
quantite ou totalement indeterminee, ou seulement, assujettie a rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on 1’a remarque 
plus haut, la valeur singuliere a laquelle se reduit le rapport de deux 
variables infiniment petites, dans le cas oil chacune de ces variables 
s’evanouit, peut etre une quantite quelconque finie, nulle ou infinie. 
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En d’autres termes, cette valeur singuliere sera completement inde¬ 
terminee. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on consi- 
dere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ees dernieres, tandis que leurs valeurs numeriques croissent inde- 
tiniment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 
negative, suivant que les deux variables sont de meme signe ou de 
signes contraires. II est egalement facile de s’assurer que le produit 
d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantite completement indeterminee. 

Afin de presenter une derniere application des principes qu’on 
vient d’etablir, cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables 
x et y pour que la valeur de la fonction 

_ 1 _ 

y* 

devienne indeterminee. Si l’on designe par A un nombre superieur a 
1’unite, et par L la earacteristique des logarithmes dans le systeme 
dont la base est A, on aura evidemment 


7 = A L;r) , 

et, par suite, 

i L00 

y x ~ A . 

Or il est clair que l’expression 

Hy) 

A 


convergera vers une limite indeterminee, lorsque le rapport 

L(y) 

X 

convergera lui-meme vers une semblable limite, ce qui arrivera dans 
deux cas differents, savoir : i° lorsque L(y) et x seront deux quan¬ 
tity infiniment petites, c’est-a-dire lorsque x etj auront pour Iimites 
respectives o et r; 2 ° lorsque L (y) etx seront deux quantites infini¬ 
ment grandes, c’est-a-dire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura 
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pour limite o ou oo. II est bon d’observer que, dans I’un et I’autre cas, 
la limite indeterminee de l’expression 

'■ i.r) 

A x — y x 

sera necessairement positive. II peut meme arriver que cette limite 
soft assujettie a demeurer comprise entre Ies valeurs extremes o et i, 
ou bien entre les suivantes i et oc. Concevons, par exemple, que cha- 
cune des variables x et y converge vers la limite oo. Dans ce cas, la 
limite du rapport 

L(.r) 


etant une quantite positive quelconque, celle dey r — A x ne pourra 
'etre qu’une quantite moyenne entre i et ao. Cette moyenne sera d’ail- 
leurs indeterminee, tant que Ton n’etablira pas entre les variables 
infiniment grandes x et y de relation particuliere. Mais, si Ton suppose 

y — ,1X x ) •> 

f(y ) designant une fonction qui croisse indefiniment avec la va¬ 
riable x, alors la moyenne dont il s’agit, n’etant autre chose que la 
limite de 

[/<*)]*, 

obtiendra une valeur determinee, que Ton pourra souvent. calculer a 
l’aide du theoreme II. 

1 

Si, au lieu de la fonction y x , on eut considere la suivante 

7 X > 

on aurait trouve que cette derniere devient indeterminee : i° lorsque 
la variable y converge vers la limite i et la variable x vers l’une des 
suivantes — oo, -y- oo; 2 ° lorsque, la variable x ayant zero pour limite, 
y converge vers zero ou vers 1’infini positif. 

Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulieres 
qui ne peuvent etre considerees que comme des limites vers lesquelles 
convergent des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces memes 
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variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 
meme, plus generalement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 


° 00 „ 

OXO, -? 00 X 00 , — 9 O X GO, O 0 , I , 

O 00 


parmi lesquelles on doit regarder les deux premieres comme les limites 
vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 
et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
Ton considere en particulier les expressions singuiieres que pro- 
duisent les fonctions 

1 

x+y, xy, -, y x , y x , 


on trouvera que les valeurs de ces memes expressions, lorsque les 
variables restent independantes, peuvent etre aisement fixees par ce 
qui precede. Les equations qui serviront a determiner ces valeurs 
seront respectivement 


Pour 

les 

fonctions 




x H- y 

oo -t- OO = 00, 

00- 

00 = M(( — < 

xy | 

0X0 = 0, 

00 X 00 = — oox — 00 = 00 , 

0 X 00 = 0 X — c 

oo X — 00 = — 00 

1 

[ ~ =M((— 00 , -Hoo)), 

o 

o 

1 

X 

GO 

— oc °* 

y 1 

1 OO - 00 

— = -= M((o, oo)), 

i co — oo 

GO 

- 00 _ ] 


- 00 

GO 

„ ( 

V**' < 

| 0°=cc°=M((o, oo)), 

0°° = 

OC~ 00 O, 

; 1 

1 0 — " = oo" = oo, 

i J w _ 

1 “* —M((c 

, 

! 1 1 

0° = 00° = 0 OU 00, 

II 

-1 8 
o 

1 

OO' " = M(( 


> '* i j_ i 

0 ~ “ = 00 ” = M (( I , 00 )), 


oo — oo 
o - O 


i“=M((o, GO)). 
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CHAPITRE III. 


D1!S FONCTIONS SYMETRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNEES. USAGE DE CES FONCTIONS 
POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRfi A UN NOMBRE QUELCONQUE 
D’lNCONNUES. DES FONCTIONS HOMOGfeNES. 


§ I. — Des jone lions symetriques. 

Une fonction syrnetrique de plusieurs quantites est celle qui con¬ 
serve la meme valeur et le meme signe apres un echange quelconque 
opere entre ces quantites. Ainsi, par exemple, chacune des fonc- 
tions 

x + y, x y -+-y x , xyz, sina? 4- siny -+- sins, 

est syrnetrique par rapport auA variables qu’elle renferme, tandis que 

x — y, x y , 

sont des fonctions non symetriques des variables x et y. De meme 
encore 

b H- c, b’’- -+- c 2 , be, 

sont des fonctions symetriques des deux quantites b, c; 

b + c + d, b- + c 2 -i- d 1 , be + bd+ cd, bed 

sont des fonctions symetriques des trois quantites b, c, d; .... 

Parmi les fonctions symetriques de plusieurs quantites b, c, ..., 
g, h, on doit distinguer eelles qui servent de coefficients aux diverses 
puissances de a dans le developpement du produit 

(a — b) {a — c).. .{a — g) (a — h), 

at dont les proprietes conduisent a une solution tres elegante de plu- 
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sieurs equations du premier degre entre n variables x, y, z, ..., u, v, 
lorsque ces equations sont de la forme 


X 

4- y 4- z 

4-. . 

• -4- u 

+ V 

— k 0 , 

a x 

-t- b y -t- c z 

4-.. 

■ -+g u 

4- h v 

= k lr 

a?x 

-i- b’-y c~z 

4-. • 

■ ■ + g 1 « 

4- h 2 v 

—" ^2? 

a n ~' 

x 4 - b n ~' y 1 

z 4-. • 

• • + g’ 1 -' 

u -+- h n ~' 

I 

II 


En effet, soient 

A/j_s — — (b 4- c 4- ... 4- g 4- A ), 

A ft — 3 — be 4~- . . • 4~ bg -f- bh . . . —t- eg 4- ell 4— • - - 4~ gb } 


A 0 = ±bc...gh 

les fonctions symetriques dont il s’agit, en sorte qu’on ait 

a' 1 -'- 4 - A„_ s a n ~‘ i 4- . .. + A 1 0 + A,= (a — b) {a — c) {a — cl).... 

Si, dans cette derniere formule, on remplace successivement a par 
b, par c, ... , par g, par h, on trouvera 


b n ~' + A„_ 2 ^' ! - 2 h-. . 

• • A ib Aq — o, 

c n ~' 4- A„_, c n 2 -h. 

■ • + Ai c A 0 — o, 

g n ~ l + k n -z g n ~ % . . 

■ ■ "+~ A, g 4- A 0 — o, 

h' l ~ l 4- A„_ 2 /l ra - 2 4-. . 

■ • Ai h -|- Aq o. 


Si Ton ajoute ensuite membre a membre les equations (i), apres avoir 
multiplie la premiere par A 0 , la seconde par A,, ..., l’avant-derniere 
par A„_,, et la derniere par l’unite, on obtiendra la suivante 

(a n ~ l 4 - A„_ 2 a"" 2 -f-... + A, a 4- A 0 )x = + A„_ 2 k n ._ 2 4-... 4- A, + A 0 k 0 , 

et Ton en conclura 

,,1 r — k n~\ — (b + c 4-...4- g- + /i)/c„- 2 +( bc-h.. .-hbg-h bh -H...+ cg + cA+.,.+ g/j~l/r„ , —. .+ hr.. ..gh.k„ 

(a — b) (a — c).. .(a — g) (a — h) 
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On determinerait par un procede analogue les valeurs des autres 
inconnues y, z, , u, v. 

Lorsque, dans les equations (i), on substitue aux constantes 
^ 0 > ^ 1 * •••> k/1-1 

les puissances entieres successives d’une meme quantite k, savoir 

/r°=:i, k, A 2 , k n —*, 

la valeur trouvee pour x se reduit a 

r3 v (k — b) (k — c).. .(k — g)(k — h) 

(a — b)(a — c).. .{a — g) (a — h)' 

§ II. — Des fonctions alternees. 

line fonction altemee de plusieurs quantites est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe pres la meme valeur, lorsqu’on 
echange deux de ces quantites entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables echanges, la fonction devienne alternativement 
positive et negative. D’apres cette definition, 

x — y, xy % — x’-y, sina;— sinj, ... 

sont des fonctions alternees des deux variables x et y; 


{x—y){x — z){y — z) 

est une fonction alternee des trois variables x, y, z, et ainsi de suite. 
Parmi les fonctions alternees de plusieurs variables 

y y Zy •••> 

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entieres par rapport 
a chacune de ces memes variables. Supposons une semblable fonction 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


10 



COURS D’ANALYSE. 


74 

developpee et mise sous la forme d’un polynome. Un de ses termes, 
pris au hasard, sera de la forme 

kx?yiz r . .. u s v‘, 

p, q, r, s, t designant des nombres entiers, et k un coefficient 
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais con- 
server au signe pres la meme valeur, apres l’echange mutuel des 
deux variables x et y, il faudra de toute necessity qu’au terme dont 
il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire 

— k xi y p z r ... ii s v l . 


deduit du premier en vertu de cet echange. La fonction se composera 
done de termes alternativement positifs et negatifs, qui, reunis deux 
a deux, produiront des binomes de la forme 


kxPylz'' .. . u s v‘ — kxiyP z r . .. u s v l — k(x p y q — xi yP)z r . .. u s v l . 


Dans chaque binome de cette espece, p, q seront necessairement deux 
nombres entiers distincts l’un de l’autre, et, comme la difference 


xP yi — xi y p 


est evidemment divisible par y — x ou, ce qui revient au meme, par 
x—y, il en resulte que chaque binome, et par suite la somme des 
binomes ou la fonction proposee, sera divisible par 

± (y — x)- 

Comme on peut d’ailleurs, dans les raisonnements qui precedent, sub- 
stituer aux variables x, y deux autres variables quelconques x et z 
ouy et z, ..., on obtiendra definitivement les conclusions suivantes : 

i° Une fonction alternee, mais entiere, de plusieurs variables x, y, 
z, ..., u, v, est eomposee de termes alternativement positifs et nega¬ 
tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expo- 
sants differents; 
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2 0 Une semblable fonction est divisible par le produit des diffe¬ 
rences 

x) , ±(u — x), ±(v — x), 

y) , ..., ±(u — y), ±(p—y), 

±(u — s), ±(v — z), 

.> .> 

±{o — U), 

prises chacune avec tel signe que Ton voudra. 

Le produit dont il est ici question, ainsi qu’on peut aisement le 
reconnaitre, est lui-meme une fonction alternee des variables que 
Ton considere. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, apres 
l’echange mutuel de deux variables, x et y par exemple. Or, en effet, 
suivant que l’on adopte pour chaque difference le signe -+- ou le 
signe —, ce produit se trouve egal suit a 4- 9, soit a — 9, la valeur 
de 9 etant determinee par l’equation 

( 2 ) <p = (y — x) (s — x )... (u — x) (p — x) x (3 —y)., .(u —y) (c — y) x...x(v — 

et, comme il est evident que cette valeur de 9 change seulement de 
signe en vertu de l’echange mutuel des variables x et y, on peut con- 
clure qu’il en sera de meme d’une fonction equivalente soit a -+- 9, 
soit a — 9. 

Concevons, pour fixer les idees, que Ton prenne chacune des diffe¬ 
rences (1) avec le signe 4-. Le produit de toutes ces differences sera 
la fonction 9 determinee par 1’equation (2) ou, ce qui revient au 
meme, par la suivante 

(3) <p =z(y — x)x(s — x)(z—y)x...x{i> — x)(v—y)(v—z). ..(v—u). 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x, y, s . u, v, 

n — 1 sera evidemment le nombre des differences qui renferment une 
meme variable : et par suite, dans chaque terme de la fonction 9 deve- 
loppee et mise sous la forme d’un polynome, l’exposant d’une variable 


x), 


:(*- 


(0 
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quelconque ne pourra surpasser n — i. Enfin, comme dans un meme 
terme Ies difierentes variables devront etre affectees d’exposants dif- 
ferents, il est clair que ces exposants seront respectivement egaux 
aux nombres 

o, i, 2, 3 , .. n — i. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numerique, 
sera done equivalent au produit des diverses variables rangees dans 
un ordre quelconque, et respectivement elevees aux puissances mar¬ 
quees par les nombres o, i, 2, 3 , ..., n — i. On doit ajouter que 
chaque produit de cette espeee se trouvera compris une seule fois, 
tantot avec le signe -+-, tantot avec le signe — , dans le developpement 
de la fonction <p. Par exemple, le produit 

x°y i . . . u n ~ 2 p ' i—1 

ne pourra etre forme que par la multiplication des premieres lettres 
des facteurs binomes qui composent le second membre de l’equa- 
tion ( 3 ). 

A l’aide des principes que nous venons d’etablir, il est facile de con- 
struire en entier le developpement de la fonction ®, et de demontrer 
ses diverses proprietes ( voir a ce sujet la Note IV). Nous allons main- 
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la consideration 
d'un semblable developpement, a la resolution des equations gene- 
rales du premier degre a plusieurs variables. 

Soient 



f a 0 x 

+ ^o7 

+ c o- 

+ ■ 

• • + Ao « 

+ h a v 

- 


| a Y x 

+ 

-hCiS 

+ .. 

• 4- g\ U 

h^v 

= *i, 

( 4 ) i 

j a 'i x 


-f~ c^z 

4-. . 

• 4- <?s a 


= ^21 


(l n — \X 

\ 

ci 

+ 

y c n-l 

. 

' • + gn.- 1 

u —(- h n __ j 

r = k n - 


n equations lineaires entre les n variables ou inconnues 

X 9 y 9 Z 9 • • • ) 
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et les constantes 


CIq 9 

b 0 , 

C 0 , 

• • , 

go, 

ho 9 

ko, 

a 19 

b it 

Ci, 

■ • , 

gi> 

h\ y 


<* 2 , 

b%> 

C 2 , 

• ■ , 

gi> 

h %9 

kz. 

• • » 

• ‘ 9 


• • , 

• ' , 

• •, 

* ■ , 

&n—iy 

bn.— 1, 

C/t— 1 9 

• • , 

gn—l, 

hn —\9 

kn—l, 


choisies arbitrairement. Representons, en outre, par P ce que devient 
la fonction cp lorsqu’on y remplace les variables 

x, y, z, ..u, v 

par les lettres 

a, b, c, g, h 

considerees comme autant de nouvelles quantites, en sorte qu’on ait 
(5) P — (b —a) x(c —a) (c — b)x .. .x (k — a) (h — b) (h — c).. .(h — g). 

Le produit P sera la fonction alternee la plus simple des quan¬ 
tites a, b, c, g, h-, et, si 1’on developpe cette fonction par la 
multiplication algebrique de ses facteurs binomes, chaque terme du 
developpement sera equivalent, au signe pres, au produit de ces 
memes quantites rangees dans un certain ordre, et respectivement 
elevees a des puissances marquees par les exposants o, i, 2, 3 , ..., 
n — 1. Cela pose, concevons que dans chaque terme on remplace les 
exposants des lettres par des indices, en ecrivant, par exemple, 

AgdjCj. . . gn—z b 11- 1, 

au lieu du terme 

a° b 1 c 2 .. . g n ~^h n ~^, 

et designons par D ce que devient alors le developpement du pro¬ 
duit P. La quantite D aura evidemment, tout comme le produit P, la 
propriete de changer de signe lorsqu’on echangera entre elles deux 
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des Iettres donnees, par exemple les deux lettres a et b. II est aise 
d’en conclure que la valeur de D sera reduite a zero, si Ton ecrit dans 
tous ses termes la lettre b a la place de la lettre a, sans ecrire en meme 
temps a a la place de b. II en serait de meme si 1’on ecrivait partout a 
la place de la lettre a l’une des lettres c, g, h. Par suite, si, dans 
le polynome D, on designe la somme des termes qui ont a 0 pour 
facteur commun par A 0 a 0 , la somme des termes qui renferment le 
facteur a { par A, a,, ...; enfin la somme des termes qui ont pour fac¬ 
teur a n _ K par A„_,a„_,, en sorte que la valeur de D soit donnee par 
l’equation 

(6) D = Aq^o-I - Aj -+- A 2 a 2 A„_j i, 

on trouvera, en ecrivant successivement dans le second membre de 
cette equation le.s lettres b, c, g, h a la place de la lettre a, 

I o = A 0 Z> 0 -i- A t b x -+- A 2 Z> 2 -t-... 4- A„_j 

j o — A 0 c 0 + AjCj. -+- A s c 2 l- -. • + A 

( 7 ) | .> 

I O = A o g- 0 ~l- A, g r t -hA 2 g 2 + . . -~h A n-ign-lt 
1 o = A 0 /i 0 -+- A, h t + AiAj + ... + A„_] h n -\. 

Supposons maintenant qu’on ajoute membre a membre les equa¬ 
tions ( 4 ), apr&s avoir multiple la premiere par A 0 , la seconde par A,, 
la troisieme par A 2 , ..., la derniere par A„_ ( . On verra, dans cette 
addition, les coefficients des inconnues y, z, ..., u, v disparaitre 
d’eux-memes en vertu des formules (7), et l’on obtiendra defmitive- 
ment I’equation 

D x — A 0 *<> -+- A t ki 4 - A 2 k t +... -h A„_, k n _ u 
de laquelle on conclura 

(8) * — A ° k j± At *1 + A, ^ -+■... + A,-, k n _, 

Comme d’ailleurs des deux quantites 

D et Ao k 0 + Aj k l -4- A2 k 2 -+-... + A^_i £„_] 
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la premiere est ce que devient le developpement du produit 

(b — a) x (c — «) (c — 6) X ... X (A — a) (h — b) (h — c).. .{h — g), 

lorsque dans ce developpement on remplace les exposants des lettres 
par des indices, et la seconde, ce que devient la quantite D, equiva- 
lente au second membre de la formule (6), lorsqu’on y substitue la 
lettre k a la lettre a, il eh resulte que la valeur de x peut etre censee 
determinee par l’equation 

. . _ (b — k)x (c — k) (c — b) x ... x (h — A) {h — b) (h — c).. ,(h — g) 

9 X ~ (b-a)x(c-a) (c — b)x .. .x ( h—a) (h — b){h — c).. .{h — g)’ 

pourvu que I’on convienne de developper les deux termes de la frac¬ 
tion qui forme le second membre, et de remplacer dans chaque deve¬ 
loppement les exposants des lettres par des indices. La valeur que 
l’equation (9) prise a la lettre semble fournir pour l’inconnue x, 
n’etant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifi¬ 
cations enoncees, est ce que nous nommerons une valeur symbolique 
de cette inconnue. 

La methode qui nous a conduits a la valeur symbolique de x four- 
nirait egalement celles des autres inconnues. Pour montrer une 
application de cette methode, supposons qu’il s’agisse de resoudre 
les equations lineaires 

/ a 0 * + 6 0 /+c 0 ; = l„ 

( 10 ) < a x x -+- biy ■+- c,5 = A,, 

( ci^oc —H b%y h— c%z — Ag. 

On trouvera dans cette hypothese, pour la valeur symbolique de I’in- 
connue x, 

_ (b — k) (c — k) (c — b) 

(b — a) (c — a) (c — b) 

A 0 b 1 c 2 — A 0 b 2 c 1 -+- A 1 b 2 c° — A 1 b°c 2 A 2 b°c 1 — A 2 b' c 0 
a 0 b l c 7 — a 0 b 2 c l -+- a 1 b % c° ■— a 1 b°c 2 -+- a 2 i°c 1 — a 2 b l c 0 ’ 
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et par suite, la valeur veritable de la meme inconnue sera 

. fi'o b, Cg —- k$ b^c, -{— k, b 2 c q /r, b$c% —t- h 2 b q Cj k% b, Co 

' «o^i c s— a 0 b 2 c 1 -h a i b 2 c 0 —a, b 0 c^ -t- a 2 b 0 c l — « 2 6iC 0 

Nota. — Lorsque, dans les equations ( 4 ), on remplace les indices 
des lettres a, b, c, ..., g, h, k par des exposants, la valeur symbo- 
lique de x donnee par l’equation (9) devient evidemment, la valeur 
veritable, et coincide, comme on devait s’y attendre, avec celle que 
fournit la formule (3) du § I. 


§ III. — Des fonctions homogenes. 

Une fonction de plusieurs variables x, y, z, ... est homogene 
lorsque, t designant une nouvelle variable independante des pre¬ 
mieres, le changement de x en lx, de y en ty, de z er\ tz, ... fait 
varier cette fonction dans le rapport de 1’unite a une puissance deter- 
minee de t, et l’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme le 
degre de la fonction homogene. En d’autres termes, 

f(x,y, z, ...) 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x, 
y, z, si Ton a, quel que soit l, 

( 1 ) f{tx, ty, tz, .. •) = l a f{x, y, z, .. .). 

Ainsi, par exemple, 

x 2 + xy 4- y 2 , \Jxy, ly — lx 

sont trois fonctions homogenes des variables x et y, la premiere du 
second degre, la deuxieme du premier degre, et la troisieme d’un 
degre nul. Une fonction entiere des variables a;, y, z, ..., composee 
de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverses 
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variables soit la raeme dans tous les termes, est evidemment homo¬ 
gene. 

Si, dans la formule (i), on fait l = on en conclura 

( 2 ) f{x,y,z, . = 

Cette derniere equation etablit une propriete des fonctions homo¬ 
genes qu’on peut enoncer de la maniere suivante : 

Lorsqu une fonction de plusieurs variables x, y, z, ... est homogene, 
elle equivaut au produit de l’ une quelconque des variables elevee a une 
cerlaine puissance par une fonction des rapports entre ces rnemes variables 
combinees deux a deux. 

On pent ajouter que cette propriete appartient exclusivement aux 
fonctions homogenes. Et, en effet, supposons f(x,y, z, . . .) equi- 
valente au produit de x a par une fonction des rapports entre les 
variables x, y, z, ... combinees deux a deux. Comme on pourra 
exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont x pour deno- 
minateur, en ecrivant, par exemple, au lieu de — > 



il en resulte que la valeur de f(x,y, s, • ■ •) sera donnee par une equa¬ 
tion de la forme 

Cette equation devra subsister, quelles que soient les valeurs de x, y, 
z, ...; et, si Ton v remplace 

x par tx, y par ty, z par tz, ..., 

elle deviendra 

/{tx, ty, tz, ...) = t“x<U p(^> 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans l’hypothese admise, 

f(tx, ty,tz, .. .) — t a f(x,y,z, ...)> 

ou, en d’autres termes, 

f{x,y,z, ...) 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x, 

y,~-, .... 
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CHAPITRE IV. 


DETERMINATION DES FONCTIONS ENTIRES, d’aPRES UN CERTAIN NOMBllE DE VALEURS 
PARTICULIfeRES SUPPOSES CONNUES. APPLICATIONS. 


§ I. — Recherche des fonclions enlieres d’une seule variable, 
pour lesquelles on connalt un certain nombre de valeurs par¬ 
ticulieres. 

Determiner une fonction d’apres un certain nombre de valeurs par¬ 
ticulieres supposees connues, c’est ce qu’on appelle interpoler. Lors- 
qu’il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables, cette fonction 
peut etre consideree comme l’ordonnee d’une courbe ou d’une sur¬ 
face, et le problenie de Xinterpolation consiste a fixer la valeur gene- 
rale de cette ordonnee d’apres un certain nombre de valeurs particu¬ 
lieres, c’est-a-dire a faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points. Cette question peut etre resolue d’une infinite de 
manieres, et en general le probleme de l’interpolation est indeter- 
mine. Toutefois, l’indetermination cessera si, a la connaissance des 
valeurs particulieres de la fonction cherchee, on ajoute la condition 
expresse que cette fonction soit entiere, et d’un degre tel que le 
nombre de ses termes devienne precisement egal au nombre des 
valeurs particulieres donnees. 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton considere d’abord les fonc- 
tions entieres d’une seule variable x. On etablira facilement a leur 
egard les propositions suivantes : 

Tiieoreme I. — Si une fonction entiere de la variable x sevanouit pour 
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une valeur particuliere de cette variable, par exemple pour x — x () , elk- 
sera divisible algebriquement par x — x 0 . 

Theoreme II. — Si une fonction entiere de la variable x s’ evanouit 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 

&l9 •^'2 J ' • ‘ 9 3'n— \9 

n designant un nombre entier quelconque, elle sera necessairement divi¬ 
sible par le produit 

(x -- X 0 ) (X — X t ) (x — X 2 ) . . . ( x ~~ x n- l). 

Soient maintenant a (a:) et d/(a;) deux fonctions entieres de la 
variable a;, Tune et l’autre du degre n — i, et qui deviennent egales 
entre elles pour chacune des n valeurs particulieres de x comprises 
dans la suite x 0 , x t , x 2 , ..., x n _ t . Je dis que ces deux fonctions seront 
identiquement egales, c’est-a-dire qu’on aura, quel que soita;, 

Cf>(x) — 

et, en ellet, si cette egalite n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif¬ 
ference 

— tp ( x) 

un polynome entier dont le degre ne surpasserait pas n — x, mais qui, 
s’evanouissant pour chacune des valeurs de x ci-dessus mentionnees, 
serait pourtant divisible par le produit 


(x — x„) (x — x t ) {x — X 2 ). . .(x — Xa-i), 

c’est-a-dire par un polynome du degre n, ce qui est absurde. On serait 
assure a fortiori de I’egalite absolue des deux fonctions y(x) et ^(a;), 
si 1’on savait qu’elles deviennent egales entre elles pour un nombre 
de valeurs de x superieur a n. On peut done enoncer le theoreme sui- 
vant : 

Theoreme III. — Si deux fonctions entieres de la variable x deviennent 
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egales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degre de 
chaeune des deux fonctions, elles seront identiquement egales, quel que 
soil x. 

On en deduit comme corollaire cet autre theoreme : 

Theoreme IV. — Deux fonctions entieres de la variable x sont identi¬ 
quement egales loutes lesfois qu elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de cette variable, ou mime pour loutes les valeurs 
entieres qui surpassenl une limite donnee. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x, pour lesquelles 
les deux fonctions deviennent egales, est indefini. 

II suit du theoreme III qu’une fonction entiere u du degre n — i 
sera completement determinee, si Ton connaitses valeurs particulieres 

Uq 9 Illy U^y • ‘ ^n— l 

correspondantes aux valeurs 

*^1) ^2> * • • > ^n— i 

de la variable x. Cherchons dans cette hypothkse la valeur generale de 
la fonction u. Si l’on suppose d’abord que les valeurs particulieres u 0 , 

, u n _, se reduisent toutes a zero, al’exception de la premiere u 0 , 
la fonction u, devant alors s’evanouir pour x = x { , pour x — x. x , .... 
enfin pour x = x n ^ if sera divisible par le produit 

(x — a?,) (sc — x. 2 ). . .(a? — 

et sera par consequent de la forme 

u k (x — X ]) (x x %). .. (x x n —i ), 

k ne pouvant etre qu’une quantite constante. De plus, u devant se 
reduire a u 0 pour x — x 9 , on en conclura 

M 0 ~ k(x 0 — X 2 ) (x 0 — X 2 ) . . . (x 0 X n -. j ) 
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et, par suite, 


__ ( X — ) ( X — -gjj ) . ■ ■ ( X — X n _ x ) . 

u ~~ l ‘° (x 0 — x t ) (x 0 — X 2 ). . .(X 0 ~~ 


De meme, si les valeurs particulieres « 0 , « 2 , ■ • •, se reduisent 

toutes a zero, a 1’exception de la scconde u t , on trouvera 

(X — «■„) ( ob — x 2 )... (x — a?„_i) 

(x x — x 0 ) (x t — x 2 ).. ,(x t — x n -z) 


Enfin, si elles se reduisent toutes a zero, a l’exception de la dcrnierc 
u a __,, on trouvera 

_ (x — X 0 ) ( X — X x ). , .(x — # n _- 2 ) 

( x n—i a?o) (^^—i a? s ). . . (-2) 

En reunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses 
hypotheses qu’on vient de faire, on obtiendra pour somme un poly- 
nome en x du degre n — i, qui aura evidemment la propriety de se 
reduire a u 0 pour x = x 0 , a u t pour x — x { , ..., a u n _ x pour x = x n _ x . 
Ce polynome sera done la valeur generale de u qui resout la question 
proposee, en sorte que cette valeur generale se trouvera determinee 
par la formule 

I (x — x t ) (x — X*) . . .(x — X„-,) 

1 (X 0 — X l )(x 0 —X 2 )...(x 0 —X n - i ) 

| u (x — X 0 ) (X — X 2 ). . .(x — J7„-1 ) 

(i) ' '(x l —x 0 )(x i —x i )...(x 1 — x„^j) 

J H-. 

| + u _ (x — x 0 )(x~x i ). ..(x — Xu-t) _ 

\ ( Xrl —1 X 0 ) X , ) . . . (x n _i X tl _^2 ) 

On pourrait deduire directement la meme formule de la methode que 
nous avons employee ei-dessus (Chap. Ill, § I) pour resoudre dans un 
cas particulier des equations lineaires a plusieurs variables (voir a ce 
sujet la Note Y). 

Si, en designant par a une quantite constante, on remplace dans la 
formule (i) la fonction u par la fonction u — a, qui sera evidemment 
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de meme degre, et les valeurs particulieres de u par les valeurs parti¬ 
culieres de u — a, on obtiendra l’equation 


- (u c —a) 
-h(u i — a) 


(X - X t ) ( X - X, ) . . . ( X — x n _ t ) 

( X 0 — ^1 ) (-*0 — ^5 ) ... (^o — 3>n -1 ) 
(X - Xq) (X — Xi). . .(x - X n _ x ) 

(a?! — x a ) (x^Xi). ..(xt—Xn-t) 


(u n -i— a) 


(x — x 0 ) (x — X,). . — ' 

( X ,i — j Xq ) ( X n — i X% ) . . • ( X n —i " X ) 


et, en comparant cette equation a la formule (i), on trouvera la sui- 
vante 


(x 

— X, 

) (x — X* ) . . 

.(x — x n _,) 

(X 0 

— X, 

){x 0 — x 2 ).. 

,(x 0 —x n -i) 

(x 

— x 0 

) (x — x,).. 

•(x — x„-,) 

(Xi 

— x 0 ] 

) ( x t — a ? 2 ).. 

•(x l •*«-! ) 


(x — 

x 0 ) (x — X, 

)...{oc — x n 


Xo) {Xn —i a*,) • • • (x n _i X n -~%) 


Cette derniere equation est identique et subsiste quel que soit x. 

Les equations (i) et (2) peuvent servir l’une et 1 ’autre a resoudre, 
pour les fonctions entieres, le probleme de 1’interpolation; mais il 
convient, en general, de prefererpour cetobjetl’equation (2), attendu 
qu’on peut y faire disparaitre l’un des termes du second membre, en 
prenant la constante a equivalente a l’une des quantites 


«0, ^2* 


• • 9 tt '/z — 1 • 


Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite 
par deux points donnes. Designons para7 0 , y 0 les coordonnees rectan- 
gulaires du premier point, par x t , y t celles du second, etparj I'or- 
donnee variable de la droite. En remplacant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettrej, puis faisant n = 1 et a —y 0 , on trouvera pour 
l’equation de la droite 


y—.r o=(/i—/♦)■ 


( 4 ) 
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois 
points donnes une parabole dont 1’axe soit parallele a l’axe des y. 
Nommons 

x, et y ,, x, et v„ x 3 et y 3 


les coordonnees rectangulaires des trois points. Soit de plus y l’or- 
donnee variable de la parabole. En rempla<jant toujours, dans la for- 
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant n = a et a =y { , on 
trouvera pour l’equation de la parabole 


( 5 ) 


y 


—y 1 = 


_ ' (x — x,) (x — x 3 ) 

(jo y(x 0 -^x i )(x ci — x s ) 


+ (y»—y 1 ) 


(x — x^jx — x,) 
(x 2 — x„)(x i —x l ) 


ou, ce qui revient au meme, 


( 6 ) 


y-y 1 = 



+ (7s —ri) 


X — X 0 
X 2 - X x 


Lorsque dans l’equation (t) on prend u~x m (m designant, un 
nombre entier inferieur a n), les valeurs particulieres de u represen¬ 
tees par 

W 0 , 1*29 * * • 9 U/l—1 


se reduisent evidemment a 


x; 


x 


in 

n -1 * 


On aura done, pour les valeurs entieres de m qui ne surpassent pas 
n — 1, 

! x ,n— — ^s)-- Xn-i) 

I " 0 {x 0 —x l ){x„—x. i )...{x 0 —x n _ l ) 

I + x , n (x — x 0 )(x — X 2 ). . ,(x~ Jg— t ) 

( 7 ) I 1 (x l —x„)(x 1 —x,y...(x 1 — x ll ^ l ) 

j -1-. 

I + x , n {x — x ll ){x — x,)...(x — x n _ i ) ' 

I (‘Z'rt—1 Xq (X . n —| *^l). - 1 X n _ g) 


Cette derniere formule comprend comme cas particulier 1 ’equation ( 3 ). 
De plus, si 1 ’on observe que chaque puissance de x, et en particulier 
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la puissance x n ~*, doit necessairement avoir le meme coefficient dans 
les deux membres de la formule (7), on trouvera : 
i° En supposant m < n — 1, 


( 8 ) 



/yi W 
.Z'O 

(&o 

— a;,) (ar 0 

— «a). 

• • (#0 &n—\ ) 





(#1 

— «o) («t 

— ^ 2 )- 

. .(Xi — Xn-i) 


) (CC n — 1 * * CCy ) • • • (pCn— l ) 


2 0 En supposant m = n — 1, 


(9) 




(.a?,) X t ) ( a?o' ) • • • ("*0 x n—\ ) 

, _ x\ l ~ l _ 

(■*1 — «o) (•*!— ^s)- — •Z’n-i) 




(•»»-! — ) («n-l — a?l ) • • • (#»-l — aj, t _ s ) 


11 est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas meme 
oil Ton suppose m — o, et devient alors 


( 10 ) 



(#0- ^ 1 ) (^o- ^ 2 )* • 

r 

■ -(a?o — 

X n-\ ) 

(#, —a; 0 )(a:i — a:,). . 


M/l-l ) 


(x n —\ ■ 1 X l )...(x /l ~i &n— 2) 


§ II. — Determination des fonctions entieres de plusieurs variables, 
d’apres un certain nombre de valeurs parliculieres supposees connues. 

Les methodes par lesquelles on determine les fonctions d’une seule 
variable, d’apres un certain nombre de valeurs particulieres supposees 
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connues, peuvent etre facilement etendues, comme on va le voir, aux 
fonctions de plusieurs variables. 

Considerons d’abord, pour fixer les idees, des fonctions de deux 
variables x et y. Soient <p(x, y), <^( K x,y) deux semblables fonctions, 
f une et l’autre du degre n — i par rapport a chacune des variables, et 
qui deviennent egales entre elles toutes les fo.is que, en attribuant a la 
variable x une des valeurs particulieres 

‘ 9 3*n -l» 

on attribue en meme temps a la variable y l’une des suivantes 

pi* • • •> yn— i* 

<a(x Q ,y), '|(.r 0 , y) seront deux fonctions de la seule variable/, qui 
deviendront egales entre elles pour n valeurs particulieres de cette 
variable. Par suite (en vertu du theoreme iil, § I), ces deux fonctions 
seront constamment egales, quel que soit y. On aura done identique- 
ment 

?(«o = J)- 

On trouvera de meme 

cp(x. 2 ,f) =ty(x. 2 ,y), 

.J 

y) = +(ar„-i,.y). 

D’ailleurs, les premiers membres des n equations precedentes sont 
autant de valeurs particulieres de la fonction f(x, y) dans le cas oil 
fon y considere a? seul comme variable, et les seconds membres repre¬ 
sented les valeurs particulieres correspondantes de la fonction (x,y). 
Les deux fonctions 

?(•*■> ,r)> ^(x,y), 

lorsqu’on v attribue a y une valeur constante choisie arbitrairement, 
deviennent done egales pour n valeurs particulieres de x; et, comme 
elles sont toutes deux du degre n — i par rapport a x, il en resulte 
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qu’elles resteront egales, non seulement pour une valeur quelconque 
attribute a la variable y, raais encore pour une valeur quelconque 
de x. On serait assure, a fortiori, de Pegalite absolue des deux fonc- 
tions <p(.r, y), ^(x, y), si Ton savait qu’elles deviennent egales toutes 
les fois queles valeurs des variables x ety sont respectivement prises 
dans deux suites composees chacune de plus de n termes differents. 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

Theorems l. — Si deux fonctions entieres des variables x el y devien¬ 
nent egales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res¬ 
pectivement prises dans deux suites qui renferment I’une et Vautre un 
nombre de termes superieur aux exposants les plus eleves de x et de y 
dans ces memes fonctions, elles seronl identiquement egales. 

On en deduit, comme corollaire, cet autre tbeorfeme : 

Theoreme II. — Deux fonctions entieres des variables x et y sont iden¬ 
tiquement egales, toutes les fois qu elles deviennent e gales pour des valeurs 
entieres quelconques de ces variables, ou meme pour toutes les valeurs en¬ 
tieres qui surpassent une limite donnee. 

Dans ce cas, en elfet, le nombre des valeurs de x et de y pour les- 
quelles les deux fonctions deviennent egales est indefini. 

II suit du theoreme I que, si la fonction a(x, y) est supposee 
entiere et du degre n — i par rapport a chacune des variables x ety, 
cette fonction sera eompletement determinee des que Ton connaitra 
les valeurs particulieres qu’elle regoit, lorsque, en prenant pour va¬ 
leur de x l’une des quantites 

^I j '2 ? • • • ? 'X'n — Xy 

on prend en meme temps pour valeur de y Tune des suivantes 

Jo, Ji, Js, •••> Jn—l* 

Dans la meme hypothese, la valeur generale de la fonction pourra 
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etre facilement deduite de la formule (1) du paragraphe precedent. 
En effet, si l’on remplace dans cette formule u par <p(x, y), on en 
tirera 


(0 


! 


9(x, y) 


(x — x x ) (x — x t ) ... (x — x n -i) 

(X 0 — X t ) (X 0 — X t ) . . . (Xu—X^i) 

{x — x 0 ) (x — x 2 ). . . (x — X n -i ) 
(x, — x 0 ) (Xj— Xi) ... (x, — x n _ t ) 


y(x 0 , j) 

<?(x t , y) 


-+- 


(x — x„) (x — X, ) . . . (x — 

( X n ^ j ) ( X n ^ j ) . • . ( Xfi — i x tl 


y), 


et, Ton aura, de plus, en designant par m un des nombres entiers 
i, 2 , 3, ..., n — i, 


<?{x m , y) — 


(2) 



(j 

— ji) ( y—y 0 ■ • • 

(j—J«-l) 


(Jo 

Ji) (Jo —Ji) • • • 

(Jo —J»-l) 


(J 

— JoHj —j*) • ■ • 

(J —J«-t) 


(Jl 

— Jo) (Jl —Ji) • • ■ 

(Jl—J«-l) 

-+- 






(J-J 0 )(J—Jl) 

• ••(J— J—l 


(j« 

-1—Jo) (J»-1 — Jl 

) • • •( Jrt —1 


<?(x„„ Jo) 
?(•*»» Jl) 


;?(•*»., J«-i). 


On conclura immediatement des deux equations qui precedent la va- 
leur generate de <p(x, y). On trouvera, par exemple, en supposant 


n = 2 , 


(3) 


<f>(x, y ) = 


ir - 


y—y i 


^ 0—^1 J„ —Jl 
x — x a y—y I 
x x —x a jo —ji 

x — x, y—y o 


+ 


*0 

a; 


L-, J 


•^o J- 


-Jo 

■Jo 


t ' , 0 Ji —Jo 


<P(^o. Jo) 
?(■*!> Jo) 
®(^ 0 » Jl) 
®(^i. Jl)- 


Si 1’on considerait des fonctions de trois ou d’un plus grand nombre 
de variables, on obtiendrait des resultats entierement semblables a 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de deux va- 
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riables seulement. On trouverait, par exemple, a la place du theo- 
reme II, la proposition suivante : 

Theoreme III. — Deux fonctions entieres de plusieurs variables x, y, 
z, ... sont identiquement e gales toutes les fois qu’elles deviennent egales 
pour des valeurs entieres quelconques de ces variables, ou mime pour 
toutes les valeurs entieres qui surpassenl une limite donnee. 


§ III. — Applications. 

Pour appliquer les principes etablis dans les paragraphes prece¬ 
dents, considerons en particulier des produits formes par la multipli¬ 
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d’une 
unite, le premier facteur etant l’une des variables x, y, z, ..., et 
cherchons a exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit 
tout semblable qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 
somme des variables donnees, savoir 


Si Ton reduit toutes les variables a deux, le probleme qu’il s’agit de 
resoudre pourra s’enoncer comme il suit : 

Probleme I . — Exprimer le produit 

(i) (x +y) (x -+-y — i) (x H -y — 2). . . (x -+- y — h -t- 1), 

dans lequel n designe un nombre enlier quelconque, par le moyen des 
produits suivants 

y(y — O (/ — 2 ) • • • (7 — «-+- 0 

et de tous ceux qu’on peut en deduire, en changeant seulement la valeur 
de n. 

Solution. — Pour resoudre plus facilement la question precedente, 
supposons d’abord que x et y soient des nombres entiers egaux ou 
superieurs a n. Alors le produit ( 1 ) ne sera autre chose que le nume- 
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons pos¬ 
sibles de x -hr lettres prises n a n, puisque ce nombre est precise- 
men t 

(x -+- y ) (x -t- y — i) (x •+■ y — 2 )... (x y — n -+- 1 ) _ 

1.2.3 ...n 

Cela pose, concevons que les lettres 

Ct, by C , ..., P , CJ y / y ... 

etant on nombre egal k x-i- y, on les divise en deux groupes, de telle 
maniere que les lettres a, b, c,... du premier groupe soient en nombre 
egal a x, et les lettres p, q, r, ... du second groupe en nombre egal 
a y. Parmi les combinaisons formees avec ces differentes lettres, les 
unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe. 
Le nombre des combinaisons de cette espece sera 

oc(x — i){x — 2 ) ... (x — n+il) 

1.2.3 ...n 

D’autres renfermeront n — 1 lettres prises dans le premier groupe, et 
une lettre prise dans le second. On determinera facilement le nombre 
des combinaisons de cette seconde espece, et Ton verra qu’il est egal a 

x(x — t) (x — 2 )... (x — n - 4 - 2 ) y 
i.2.3. . .{n — 1 ) 1 

On trouvera de meme pour le nombre des combinaisons qui renfer- 
ment n — 2 lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres 
prises dans le second, 

X (x — 1 ) {x —_2 — n-J- 3) y (y — 1 ) 

i.2.3...(« — 2 ) 1.2 ’ 

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferment seule¬ 
ment des lettres prises dans le dernier groupe, 

J(/ — »)(J — 2 )...(/ — «4~l) 

I . 2.3 . . . H 

La somme des nombres des combinaisons de chaque espece devant 
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reproduce le nombre total des combinaisons des x-hy lettres donnees 
prises n a n , on en conclura 

' (X -t- y ) (X + y — I),, (X + y — n + i) 

1. 2 . 3 .. . n 

x(x — i). .. (x — n + i) x(.x — i) .. . (x — n + 2) y 

1.2. 3 .. . n _r ' 1.2. 3 . .. (n — 1) 1 

x(x — 1),,, (x — a -4- 3 ) y{y — 1) 

1.2 ....(« — 2 ) 1.2 

x_ y{y — 1) .. . ( r — n + 2) y(y — 1) . . . (y — n + 1) 

1 1.2.3...(« — 1) 1.2. 3 ...n 

L’equation precedente, etant ainsi demontree pour le cas ou les va¬ 
riables x et y obtiennent des valeurs entieres superieures a n, subsis¬ 
ted, en vertu du theoreme II (§ II), pour des valeurs guelconques de 
ces variables, et la valeur du produit (i) tiree de la meme equation 
sera 

(x + y ) (x -t- y — 1) . . . (x H- y — n -1- 1) 

rzr x(x — 1).. .(x — n + 1) -i- ~ x(x — I )... (x — « —(- 2 )y 

n (n — i) . . 0 . , , 

H- — — ^x(x-i)... (x — n + 3 )y(y^i)+... 

-+- ~ xy(y, — i)... (/ — n 2) -t- y(y — i)... (y — «,-h i). 

Corollairel. — Si dans 1 ’equation (2) on remplace x par — x et y 
par — y, on obtiendra la suivante : 

) (x -)- y 4 - 1)... (x h- v -l- n — 1) 

1 . 2 . 3 .. . n 

x -t- 1 )... (x -+- n — 1) x{x + 1)... {x - 4 - n — 2) y 

(. 2 . 3 ... n 1 . 2 . 3 .. . ti — 1 1 

x(x 1)... (x -h n — 3 ) y(y + 1) 

1 . 2 . 3 .. .(n — 2) 1.2 

x y(y + 1)... (y + /* — 2) y(y -4- 1).. . (y + n — 1) 

1 1.2.3 .. .(n — 1) 1 . 2 , 3 .. .n 

Corollaire II. — Si dans 1 ’equation (2) on remplace x par - et y 
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par ^, on trouvera 

I (x -+- y ) (x -+- y — i)... {x + y — in -t- 2) 

2.4-6.. .{in) 

x{x — 2).. .{x — in 1) x(x — 1)... (x — 2 ti -f- 4) y 
2.4.6... (2 n) 2.4.6... (2 n — 2) 2 

-I-. 

x /(y — a)...(y — 2» + 4 ) yiy — a).. .{y — m -+- 3) 

2 2.4*6. ..(2 /Z — 2) 2.4*6. ..(2ft) 

Corollaire III. — En developpant les deux membres de l’equation (2), 
et ne conservant, de part et d’autre, quc les termes dans lesquels la 
somme des exposants des variables est egale a n, on obtiendra la for- 
mule 

x ' 1 t x n ~ ] y 

j.2. 3 ... n i.2.3 .. .{n — 1) 1 

x "~ 2 y* 

1.2.3 ...{n • 2) 1.2 

gQ “yft —1 

1 1 . 2 . 3 ...(/» — 1) + 1 . 2 . 3 . . . n 

La valeur de (x + y) n tiree de cette derniere formule est precisement 
celle que fournit le bindme de Newton. 

Les formules qu’on vient d’obtenir peuvent etre facilement eten- 
dues au cas ou 1’on considers plus de deux variables; et la methode 
qui nous a conduits a la solution du probleme I se trouve egalement 
applicable a la question suivante : 

Probleme II. — x, y, z, ... designant des variables en nombres quel- 
conques, exprimer le produit 

+ 7 + --H...) (a?+y+ 1-. .. — i){x-*-y + 54-...— 2).. .{x -+- y + 5 + .. . — n 

en fonction des suivants 

x(x — 1) (x — 2) ... (x — n + t), 

7(7 —0(7 — 2)...(/ — 

- ( s —0(= — 2). . . (z — n +1), 


+ 7 ) 

1 . 2 . 3 ...; 


( 6 ) 



et de tous ceux qu on peul en deduire en changeant la valeur de n. 
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On commencera par resoudre le probleme dans le cas oil x, y, z, ... 
designent des nombres entiers superieurs a n, en partant de ce prin- 
cipe que la fraction 

(x -h y + - g + -..)(a?+ - y + g + ... — i)(z + y+ z->r.. . — i). . .(x + y + z — n 

1 .2.3 . ..n 

est egale au nombre des combinaisons que Ton peut former avec 
x -hy -+- z ... lettres prises nan; puis on passera au cas oil les va¬ 
riables x, y, z, ... deviennent des quantites quelconques, en s’ap- 
puyant sur le theoreme III du § II. Lorsque l’on aura ainsi demontre 
la formule qui resout la question proposee, on en deduira sans peine 
la valeur de. la puissance 

(x -by -+■ z -t-...)". 

On y parviendra, en effet, en developpant les deux membres de la for¬ 
mule trouvee, et ne conservant de part et d’autre que les termes dans 
lesquels les exposants reunis des variables x, y, z, ... forment une 
somme egale a n. 


OEuvres de C. — S. 11, t. 111. 
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CHAPITRE Y. 


DETERMINATION DES FONCTIONS CONTINUES D’ONE SEULE VARIABLE PROPRES A VERIFIER 

CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniere que 
deux semblables fonctions de quantiles variables, etant ajoutees ou 
multiplies entire elles, donnent pour somme ou pour produil une fonc¬ 
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables. 

Lorsque, au lieu de fonctions entieres, on congoit des fonctions 
quelconques, dont on laisse la forme entierement arbitraire, on ne 
peut plus reussir a les determiner d’apres un certain nombre de 
valeurs particulieres, quelque grand que soit ce meme nombre; mais 
on y parvient quelquefois dans le cas ou Ton suppose connues cer- 
taines proprietes generales de ces fonctions. Paf exemple, une fonc¬ 
tion continue de x, representee par y(x), peut etre completement 
determinee lorsqu’elle est assujettie a verifier, pour toutcs les valeurs 
possibles des variables x et y, 1’une des equations 

(0 = + ?(/), 

(2) a{x -i- y) = ®(.-r) x 9(7), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes 
variables, l’une des equations suivantes : 

( 3 ) y(xy) = co(x) + cp(y), 

( 4 ) = x 9(7). 

La resolution de ces quatre equations presente quatre problemes dif- 
ferents que nous allons traiter Pun apres l’autre. 
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PROBLiatE I. — Determiner la fonction f(x') de maniere quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
l on ait pour toules les valeurs reelles des variables x et y 

0) = ?(•»)+ ?(/). 

Solution. — Si dans Pequation (i) on remplace successivement y 
par y -+- z, z par s + «.on en tirera 

?(& ■+• y -+- 3 + n +...) = cp (id) + Cj>(y) -+- <p(z) + <p(«) 4- - - -, 

quel que soit le nombre des variables x, y, s, u, .. .; si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
1’on fasse 

la formule que l’on vient de trouver deviendra 

<p {met.) = m cp(a). 

Pour etendre cette derniere equation au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p., on fera, en premier lieu, 



m et n designant deux nombres entiers, et Ton en conclura 

n & — ma, 
n cp(6) — m 9(a), 

9(6) = tp(^cc) = ^<p(a); 

puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 


9(pa) = p ©(«)> 
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Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutes les valeurs posi¬ 
tives de ui, 

( 5 ) <p(ii) = fx<p(i) 

et, par suite, en faisant converger p. vers ia limite zero, 

cp(o) = o. 

D’ailleurs, si dans liquation (i) on pose x = p., y = — p., on en 
tirera 

?(— p) = ?(<>) — <p(f*) = — P?! 1 )* 

Liquation (5) subsistera done lorsqu’on y changera p. en — p.. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x , 

( 6 ) 

II suit de la formule ( 6 ) que toute fonction y(x) qui, demeurant 
continue entre des limites quelconques de la variable, verifie liqua¬ 
tion (i), est necessairement de la forme 

(7) cp(x) = ax, 

a designant une quantite constante. J’ajoute que la fonction ax jouira 
des proprietes enoncees, quelle que soit la valeur de la constante a. 
En eifet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la va¬ 
riable x, fonction continue de la variable, et, de plus, la supposi¬ 
tion y(x) — ax change l’equation (i) en cette autre 

a{x + y) =-- ax -I- ay, 

iaquelle est evidemment toujours identique. La formule ( 7 ) fournit 
done une solution de la question proposee, quelle que soit la valeur 
attribute a la constante a. La faculte que Ton a de choisir arbitraire- 
ment cette constante lui a fait, donner le nom de constante arbitraire. 

Probleme II. — Determiner la fonction cp {x) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, el que 
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I’on ait pour toutes les valeurs reelles des variables x et y 
(2) ?(a? + y) = y{x)y(y). 

Solution. — II est d’abord facile de s’assurer que la fonction <p (x), 
assujettie a verifier l’equation (2), n’admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans l’equation (2) on fait y = x, on trouvera 

?( 2 «) = [ < p(^)] 2 ; 

puis on en conclura, en ecrivant \x au lieu de x, 

9(x)— [9 (i- 27 )] 2 - 

La fonction <p(#) est done toujours equivalente a un carre, par conse¬ 
quent toujours positive. Cela pose, concevons que dans l’equation (2) 
on remplace successivementy par y + z, z par z u,, on en tirera 

9 (x -hy -i- z -h u.. .) =zy(x)cf(y) Cf(z) w(u).. ., 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, — Si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

x ■= y ~ z — u —... — a, 

la formule que Ton vient de trouver deviendra 

9(m«) = [9(a)]"'. 

Pour etendre cette derniere formule au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p., on fera, en premier lieu, 

s m 
0 = — «, 

n 

m et n designant deux nombres entiers, et l’on en conclura 


n§ = m<x, 

[9(6)]“= [9(a)]"* 
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puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 

<p(p°0 — [?( a )] |A * 

Si maintenant on prend a = r, on aura pour toutes les valeurs posi¬ 
tives de [x 

(8) 9 (p)r=:[©(l)]l i 

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zero, 


®(o) = I. 


D’ailleurs, si dans l’equation (2) on pose x = p, y = — p, on en con- 
clura 


?(—fO 


?(o) 

y(p-) 




L’equation (8) subsistera done lorsqu’on y changera p. en — p. En 
d’autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x 

(9) ?(^) = [?( 0 ] x - 

11 suit de L’equation (9) que toute fonction o(a?) propre a resoudre le 
second probleme est necessairement de la forme 


(10) 9 (a?) = A' r , 

A designant une constante positive. J’ajoute qu’on peut attribuer a 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et 00. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A* reste continue 
depuis x = — oc jusqu’a a? — + 00, et 1’equation 

\x+y— A J 


est identique. La quantite A est done une constante arbitraire qui 
n’admet que des valeurs positives. 
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Nota. — On pourrait arriver tres simplement a l’equation (9) de la 
maniere suivante. 

Si Ton prend les logarithmes des deux membres de l’equation (2) 
dans un systeme quelconque, on trouvera 

L a>(x 4-/) = L <?(x) + L®(j); 

et Ton en conclura (voir le probleme 1) 

L o(x) — x L ®(0» 

puis, en repassant des logarithmes aux nombres 

?(•*) — [?(*)]*• 

PnoBLEME III. — Determiner la fonction <p(a?) de maniere qu elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que 
ion ait pour toutes les valeurspositives des variables x et y 

( 3 ) ?(*/) —?(* 0 -+-?(/)• 

Solution. — 11 serait facile d’appliquer a la solution du probleme III 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchee 
en mettant 1 ’equation ( 3 ), ainsi qu’on va le faire, sous une forme 
analogue a celle de l’equation (r). 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par L la caracteris- 
tique des logarithmes dans le systeme dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x et j, 

x — A 1 " 1 ", y ----- A Ly , 

en sorte que l’equation ( 3 ) deviendra 

©(AL^+Lr) — <p(A Lx ) 4- cp(A L y). 

Cojnme, dans cette derniere formule, les quantites variables Lx, Ly 
admettent des valeurs quelconques positives ou negatives, il en resulte 
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qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 

et y, 

tp () — (p(A x ) a> (A^). 

On en conclura [uomle probleme I, equat. (6)] 

cp(A :£ )=rdr9(A I ) = - :1? ®(A) 

et, par suite, 

(p (A L-r ) — op(A )Lx, 


ou, ce qui revient au merae, 

(u) <p(a?) = <p(A)La?. 

II suit de la formule (i i) que toute fonction © {x), propre a resoudre 
le probleme III, est necessairement de la forme 

(12) tp(ic) = a L(x), 

a designant une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer : i° que la 
consjtante a demeure entierement arbitraire, 2 0 que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui est lui-meme arbitraire, on peut la 
reduire a 1’unite. 

Probleme IV. — Determiner la fonction <p(a?) de maniere quelle resle 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x et que 
l’ on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x el y, 

( 4 ) ?(^ 7 ) = <p(«)<p( 7 )- 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme IV 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le second. Mais on arrivera plus promptement a la solution cherchee, 
si Ton observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithmes dans le systeme dont la base est A, on peut mettre l’equation ( 4 ) 
sous la forme 

(pCALx + Ly) _ 0,(^7). 


Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables L(x), 
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L (y) admettront des valeurs quelconques positives ou negatives, il 
en resulte qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des va¬ 
riables x et y, 

<p(A*+r) = 9(A*) T (Ar). 

On en conclura [voir le probleme II, equat. (9)] 


et, par suite, 


?(A») = [?(A)]» 

cp(A Lr ) — [ (A )] L ^ = x L< f (A> , 


ou, ce qui revient au meme, 


(* 3 ) 


<p(a;) = a? Lc P (A) . 


II resulte de J’equation (i 3 ) que toute fonction f(x), propre a re- 
soudre le problfeme IV, est necessairement de la forme 

04 ) cp(x) = x a , 

a designant une constarite. II est d’ailleurs aise de s’assurer que cette 
constante doit demeurer entierement arbitraire. 

Les quatre valeurs de <p(a?) qui satisfont respectivement aux equa¬ 
tions (1), (2), ( 3 ), ( 4 ), savoir 

ax, k. x , a Lx, x a . 


ont cela de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi¬ 
traire a ou A. On doiten conclure qu’ily a une grande difference entre 
les questions oil ils’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 
quantites et les questions dans lesquelles on se propose de decouvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d’apres des proprietes don- 
nees. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantites inconnues 
se trouvent finalement exprimees par le moyen d’autres quantites con- 
nues et determinees, tandis que dans le second cas les fonctions incon¬ 
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dansleur expression des 
constantes arbitraires. 

i4 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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§ II. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniere que, 
en multipliant deux semblables fonctions de quantiles variables et dou- 
blant le produit, on trouve un resultat egal a celui qu on obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la difference 
de ces variables. 

Dans chacun des problemes du paragraphe precedent, l’equation a 
resoudre renfermait, avec la fonction inconnue <p(a?), deux autres 
fonctions semblables, savoir, y(y) et <p(a7 -t- y) ou cp (xy). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau probl'eme du meme genre, mais 
dans lequel l’equation de condition, que la fonction <p(d?) doit verifier, 
renferme quatre fonctions semblables au lieu de trois. Yoici en quoi il 
consiste : 

Probleme. — Determiner la fonction 'ffx ) de maniere quelle resle 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von ail, pour toutes les valeurs reelles des variables x et y, 

(i) + +?(/— x) = 2y(x)y(y). 

Solution. — Si dans l’equation (i) on fait x — o, on en tirera 

?(o) = j. 

La fonction <p(z;) se reduit done a l’unite, pour la valeur particuliere 
x = o, et, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques, 
il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de cette valeur particuliere, 
tres peu differente de l’unite, par consequent positive. On pourra 
done, en designant par a un nombre tres petit, choisir ce nombre de 
telle maniere que la fonction tp(a;) reste constamment positive entre 
les limites 

X — O, X — CL. 

Cela pose, il arrivera de deux choses Tune : ou la valeur positive de 
9(a) sera comprise entre les limites o et i, ou cette valeur sera supe- 
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rieure a l’unite. Nous allons examiner successivement ces deux hypo¬ 
theses. 

Concevons d’abord que 9(a) ait une valeur comprise entre les limites 
o et 1. On pourra representer eette valeur par le cosinus d’un certain 
arcO renferme entre les limites o, et poser en consequence 

cp(a) = cos0. 

De plus, si, dans 1 ’equation (1) mise sous-la forme 
?(7 -+- x) = 2 <o(x) cf(y) — <p(j — x), 
on fait successivement 

x — <x, y — <x, 
x — a, y — 2 a, 
x — ol, y — 3cc, 


on en deduira 1’une apres l’autre les formules 

cp (2 a) = 2 cos 2 9 — 1 = cos 2 9, 

®(3a) = 2 COS0COS20 — cos0 = cos30, 

<p(4«) = 2 cos# cos30 — cos 2 9 — cos49, 

et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

cp(ma) — 2 cos 6 cos (m — 1 ) 9 — cos(?n — 2 ) 6 = cosmd. 

J’ajoute que la formule 

ip (m<x)— cos m d 

subsistera encore, si I’on y remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion ou meme par un nombre quelconque p.. C’est ce que Ton prouvera 
facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans l’equation (1) on fait a? = * a, j ^ a, on en tirera 



<p(0) -4- <P(«) 
2 


I 


cos Q 
2 


cos - 6 
2 


puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser- 
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vant que les deux functions cos# restent positives, la premiere 

entre les limites x = o, x — at., la seconde entre les limites x — o, 
x = 0, on trouvera 

?(£«) = cos 

De meme, si dans l’equation (i) on fait 


x =i*’ y=i 9 ’ 


on en tirera 




i) 


o) + 9 - a i + cos ■ 


cos 


4 V’ 


puis, en extrayant de part et d’autre les racines positives, 

?G«)= co8 ^* 


Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 



et en general, n designantun nombre entier quelconque, 



Si Ton opere sur la valeur precedente de <p aj pour en deduire celle 
de <p^a^, comme on a opere sur la valeur de <p(a) pour en deduire 
celle de cp(ma), on trouvera 


V 



= cos — 0; 
2 1 


puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a s’approcher 
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indefiniment du nombre p., et passant aux Iimites, on obtiendra l’e- 
quation 

( 2 ) <p(pLa) — cosj 'j.0. 

De plus, si dans la formule (1) on fait 


on en conclura 


x-— p\a, y — o, 


cp(— fxa)=[a<p(o) — 1 ] cp(p-a) = cos/j. 9 ~ cos( — p.6). 

L’equation (2) subsistera done lorsqu’on y remplacera p. par — p.. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

(3) <p(ccx) = cosdx. 

Si dans cette derniere formule on change x en elle donnera 

9 f 9 \ 

(4) <p(#) = cos-a;=:cos f — -x\. 


La valeur precedente de y(x) est relative au cas oil la quantite posi¬ 
tive <p(a) reste comprise entre les Iimites o et 1. Supposons mainte- 
nant cette meme quantite superieure a l’unite. II est facile de voir que, 
dans cette seconde hypothese, on pourra satisfaire par une valeur posi¬ 
tive de r a l’equation 

II suffira, en effet, de prendre 

'* = ?(«) + f [¥(<*)]*— I i* 

Cela pose, si dans l’equation (1) on fait successivement 

x — a, y — d, 
x — a, y — 2 d, 
x~a, y=z3x, 
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on en deduira l’une apres l’autre les formules 


cp (2 a) 






y 


cp(3a) = - 
7 2 





y 


<P(4«) = 




> 


et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

= l { r + 7 ) - l ( rm ~^ 7*=*) = 5 ( r " + 


J’ajoute que la formule 


?(H = - 




subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion, ou meme par un nombre quelconque p.. C’est ce que Ton prou- 
vera facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans l’equation (1) on fait x = ~a, y — ^ cx, on en tirera 




?(«) _ 


1+ - '• 




O’; 


puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob¬ 
servant que la fonction f(x) reste positive entre les limites x — o, 
x — a, on trouvera 

\ 2 2 


De meme, si dans l’equation (1) on fait 


on en tirera 





<p(o) <? 



2 


I 




( 


r 


1 

2 


-h r 


*) 


2 


1 

l 


( 


1 



-h r 
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puis, en extrayant de part et d’autre les racines positives, 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 



et en general, n designant un nombre entier quelconque* 



Si Ton opere sur la valeur precedente de pour en deduire 

celle de cp(f^ a ), comme on a opere sur la valeur de ©(a), pour en 
deduire celle |(ma), on trouvera 



puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a s’approcher 
indefiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra l’equa- 
tion 

( 5 ) <p(pa)= \ 


De plus, si dans la formule (i) on fait 

x — pa, y —°, 


on en conclura 


<p(— f*«) = t a 9 (°) — '3 ?(P a ) = - ('■ rii )* 
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L’equation ( 5 ) subsistera done, lorsqu’on y remplacera p. par —u. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

(6) iji(c(x)“^(r I +r _I ). 

Si dans cette derniere formule on change ^ en elle donnera 

(7) y( x ) — ~ ( r * + r “)• 

Lorsqu’on fait, dans l’equation ( 4 ), ± ^ = a, et, dans l’equation (7), 

r~ a = A, ces equations prennent respectivement les formes sui- 
vantes : 

(8) ' <p(a?) = cos ax, 

( 9 ) <P(#) = ^(A*-h A.~ x ). 

Si done Ton designe par a une quantite constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction <p(a?) qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, verifiera l’equation (1), sera 
necessairement comprise sous 1’une des deux formes qu’on vient de 
rapporter. II est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de <p(a?) 
fournies paries equations (8) et (g) resolvent la question proposee, 
quelles que soient les valeurs attributes a la quantite a et au nombre A. 
Ce nombre et cette quantite sont done deux constantes arbitrages, 
dont l’une ne peut admettre que des valeurs positives. 

D’apres ce qu’on vient de dire, les deux fonctions 

cos ax, -(A x -hA.- x ) 

ont la propriety commune de satisfaire a l’equation (1), ce qui etablit 
entre elles une analogie remarquable. L’une et 1 ’autre de ces deux 
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fonctions se reduisent encore a I’unite pour x = o. Mais une diffe¬ 
rence essentielle entre la premiere el la seconde, c’est que la valeur 
numerique de la premiere est constamment au-dessous de la limite j , 
lorsqu’elle n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la meme hy- 
pothese, la valeur numerique de la seconde est constamment au- 
dessus. 


OF.uvrcs c/e C. — S. II, t. III. 
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CHAPITRE YI. 


TIES SERIES CONYERGENTES ET TI 1 VERGENTES. RfcGLES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 
SOMMATION DE QUELQUES SERIES CONYERGENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series. 

On appelle sene une suite indefinie de quantites 

Uqj it j , It 2 , • . . 

qui derivent les unes des autres suivant une loi determinee. Ces quan¬ 
tites elles-memes sont les differents termes de la serie que 1’on consi- 
dere. Soit 

S n — Uq H- U i . . • ~h t 

la somme des n premiers termes, n designant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n 
s’approche indefiniment d’une certaine limite s, la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la serie. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme s n ne s’ap- 
proche d’aucune limite fixe, la serie sera divergente et n’aura plus de 
somme. Dans l’un et 1 ’autre cas, le terme qui correspond a 1 ’indice n, 
savoir u n , sera ce qu’on nomme le terme general. 11 suffit que Ton 
donne ce terme general en fonction de l’indice n, pour que la serie soit 
completement determinee. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

I, X, x\ X 3 , 

qui a pour terme general x", c’est-a-dire la puissance n' ime de la quan- 
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tite x. Si dans cette serie on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 

. , I x a 

i -1- x .. . -i- x n ~ l — -; 

I — X I — X 

et, comme pour des valeurs croissantes de n, la valeur numerique de 
la fraction converge vers la limite zero, ou croit au dela de toute 
limite, suivant qu’on supposelavaleurnumerique.de x inferieure ou 
superieure al’unite, on doit conclure que, dans la premiere hvpothese, 
la progression 

I /y, /-y> 2 /y>3 

y iX y LV y iX' y • a a 

est. une serie convergente qui a pour somme t anc ^ s fine, d ans ^ a 

seconde hypothese, la meme progression est une serie divergente qui 
n’a plus de somme. 

D’apres les principes ci-dessus etablis, pour que la serie 

(l) u 0 , 11%, • • ^7Z-H» * ■ • 

soit convergente, il est necessaire et il suffit que des valeurs crois¬ 
santes de n fassent converger indefiniment la somme 

S ll— u% -+- . . •+ U, i_i 

vers une limite fixes; en d’autres termes, il est necessaire et il suffit 
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes 

^rtj ■ • • 

different de la limite s, et par consequent entre elles, de quantites infi¬ 
niment petites. D’ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme s n et chaeume des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 

^/H-l S/i — 

$n — Mn ^/h-] > 

Sn - U n "4“ li'/i-i-l ^/H- 2? 


Done, pour que la serie (i) soit convergente, il est d’abord necessaire 
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que le terme general u n decroisse indefiniment, tandis que n augmente'; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va¬ 
lours croissant.es de n , les differentes sommes 

,J n "+" 1, 

u n~'t- Ujh-i + ll n+1i 


c’est-a-dire les sommes des quantites 

Wn.9 Mn-+l* ^/H-2* • • •> 

prises, a partir de la premiere, en tel nombre que Ton voudra, finis- 
sent par obtenir constamment des valeurs numeriques inferieures a 
toute limite assignable. Reciproquement, lorsque ces diverses condi¬ 
tions sont remplies, la convergence de la serie est assuree. 

Prenons pour exemple la progression geometrique 

( 2 ) 1 ,00, x l , x\ .... 

Si la valeur numerique de x est superieure a 1 ’unite, celle du terme 
general a;" croitra indefiniment avec n, et cette seule remarque suffira 
pour constater la divergence de la serie. La serie sera encore diver- 
gente si Ton suppose x — ± i, parce qu’alors la valeur numerique du 
terme general x“, se reduisant a l’unite, ne decroitra pas indefiniment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numerique de a? 
est inferieure a 1’unite, les sommes des termes de la serie pris a partir 
de x" en tel nombre que 1’on voudra, savoir : 

X a 9 

I — X* 

X n x n-h l __ x n -, 

I — X 

X n + X n + x + X — X n - --— , 

I — X 


se trouvant toutes comprises entre les limites 


— X 
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chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de ?i 
infiniment grandes; et par suite la serie sera convergente, ce que Ton 
savait deja. 

Prenons pour second exemple la serie numerique 


(3) 


1 I r 

“ 5 o 5 7 5 

2 3 4 


I T 

• • • J — ) - ) 

n n -j- i 


Le terme general de cette serie, savoir —-—, decroit indefiniment a 
mesure que n augmente, et cependant la serie n’est pas convergente ; 
car la somme faite du terme ~-- et de ceux qui le suivent jusqu’au 

terme — inclusivement, savoir 
2 n 

ii ii 

- -j- - -+-•••-+- - “h ? 

« + I n ~h 2 2/1 — I 2 11 

reste constamment superieure, quel que soit n, au produit 

I I 

n — = 

2 a 2 

et par suite cette somme ne decroit pas indefiniment pour des valeurs 
croissantes de n, ainsi que cela aurait lieu si la serie etait convergente. 
Ajoutons que, si^l’on designe par s n la somme des n premiers termes 
de la serie (3), et par i m la plus haute puissance de i renfermee dans 
/i + i, on trouvera 


Sn — 1 + 




>14-b 







I 

2 " 1 ' 1 4 - 2 


et, a fortiori, 

>14 - 

2 


1 

2 




On en conclura que la somme s n croit indefiniment avec le nombre 
entier m, et par consequent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la serie. 
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Considerons encore la serie numerique 


(4) 


T, 


i 1.2 1.2.3 1.2.3 .. .n 

Les termes de cette serie, qui occupent un rang superieur a n, savoir 


i.2.3 .. .n i. 2. 3 ... n (n -+- i) ’ i. 2. 3 ... n ( n -1- 1) ( n -+- 2) ’ 

seront respectivement inferieurs aux termes correspondants de la pro¬ 
gression geometrique 


1.2.3.../?’ i.2.3...« n’ i.2.3.../? ?i-’ 


Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que l’on 
voudra sera toujours inferieure a la somme des termes correspondants 
de la progression geometrique, qui est une serie convergente, et a 
plus forte raison, a la somme de cette progression, c’est-a-dire a 


11 _ 1 1 

I .2.3. . .11 I 1.2.3. . A fl — I ) /l — I 

I- 

a 

Coinme cette derniere somme decroit indefiniment a mesure que n 
augmente, il en resulte que la serie (4) est elle-meme convergente. On 
est convenu de designer par la lettre e la somme de cette serie. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchee 
du nombre e, 

111 1 

1 H-— -1-5 -t- •.. -t-5-—-- ; 

1 1.2 1.2.0 1.2.3...(/? — 1) 

et, d’apres ce qu’on vient de dire, l’erreur commise sera inferieure au 
produit du n lime terme par — l _ ^ ■ Ainsi, par exemple, si l’on suppose 
n = 11 , on trouvera pour la valeur approchee de e 

( 5 ) e — 2,7182818. . . ; 

et l’erreur commise dans cette hvpothese sera inferieure au produit 
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de la fraction 


par c’est-a-dire a 


36288000 


en 


1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 
sorte qu’elle n’alterera pas la septieme decimale. 

Le nombre e, determine comme on vient de le dire, sera souvent 
employe dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitesimal. 
Les logarithmes pris dans le svsteme qui a ce nombre pour base s’ap- 
pellent neperiens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou 
hyperboliques, parce qu’ils servent a mesurer les diverses parties de 
l’aire comprise entre l’hyperbole equilatere et ses asymptotes. 

On indique generalement la somme d’une serie convergente par la 
somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la serie 


Uq 9 It I, U % 9 W3) . • . 

est convergente, la somme de cette serie est representee par 

Uq it 1 w? W3 - . . . 


En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera deter- 
minee par l’equatio.n 


( 6 ) 


e — 


1 1 

__ _(_ - 

I I .2 


J I 

1.2.3 1.2.3.4 


et, si 1’on considere la progression geometrique 

t, x , x’’-, x 3 , ..., 


on aura, pour des valeurs numeriques de x inferieures a l’u’nite, 

(7) I X -h x 3 -h X 3 - 

w ' 1 — X 

La serie 

U 0 , Mj) ^3) • ■ • 

etant supposee convergente, si l’on designe sa somme par s, et par s n 
la somme de ses n premiers termes, on trouvera 

S — ll 0 - 1- lt t -h -+-. . . -+- rt_ 1 — 11,1+ u n+ 1 •+■. . . — S n -+- U , t + ll n +l + • ■ • 

et, par suite, 

S — U n Mn+i + . . . • 
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De cette derniere equation, il resuite que les quantites 

U'H+.ly • • • 

formeront une nouvelle serie convergente dont la somme sera equiva- 
lente a s - f,. Si l’on represente cette meme somme par r n , on aura 

S — S n —/ n . \ 

et r a sera ce qu’on appelle Ie reste de la serie (i) a partir du 
ra iime terme. 

Lorsque, les termes de la serie (i) renfermant une meme variable x, 
cette serie est convergente, et ses differents termes fonctions conti¬ 
nues de x, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribute a 
cette variable, 

S 1 tl 61 S 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiere est evi- 
demment continue par rapport a x dans le voisinage de la valeur par¬ 
ticuliere dont il s’agit. Cela pose, eonsiderons les accroissements que 
regoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre x d’une quantite 
infiniment petite a. L’accroissement de s a sera, pour toutes les valeurs 
possibles de n, une quantite infiniment petite; et celui de r„ deviendra 
insensible en meme temps que r„, si Ton attribue a n une valeur tres 
considerable. Par suite, l’accroissement de la fonction s ne pourra 
etre qu’une quantite infiniment petite. De cette remarque on deduit 
immediatement la proposition suivante : 

Theoreme I. — Lorsque les differents termes de la serie (i) sont des 
fonctions d’une meme variable x, continues par rapport d cette variable 
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle la serie est con¬ 
vergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette valeur 
particuliere, fonction continue de x. 

En vertu de ce theoreme, la somme de la serie ( 2 ) devra rester 
fonction continue de la variable x, entre les limites x— — 1 , x — 1 ; 
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ce qu’on peat verifier a 1’inspection de la valeur de s donnee par 
1’equation 

I 

S — -* 

I — X 


II. — Des series dont tous les termes sont positifs. 


Lorsque la serie 

(I) Uq, , U%, * * * , U n , . . . 

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement decider si elle est 
convergente ou divergente, a 1’aide du theoreme suivant : 

Theoreme I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge , 

tandis que n croit indefiniment, 1’expression ( u n ) n , et designez par k la 
plus grande de ces limites, ou, en d’autres termes, la limite des plus 
grandes valeurs de 1’expression dont il s’agit. La serie (i) sera conver¬ 
gente si Von a k<^\, et divergente si Von a k^>\. 

Demonstration. — Supposons d’abord £< i, et choisissons a volonte 
entre les deux nombres i et k un troisieme nombre U, en sorte qu’on 
ait 

/c<U<i. 

n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes 
1 _ 

valeurs de ( u n ) n ne pourront s’approcher indefiniment de la limite k, 
sans finir par etre constamment inferieures a U. Par suite, il sera pos-, 
sible d’attribuer au nombre entier n une valeur assez considerable 
pour que, n obtenant cette meme valeur ou une valeur plus grande 
encore, on ait constamment 

(«)"< U> «„< U". 


Il en resulte que les termes de la serie 

U 0 , Ui) Myif • ■ Mn- P- 15 


16 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 



122 


COURS D'ANALYSE. 


finirontpar etre toujours inferieurs aux termes correspondants de la 
progression geometrique 

i, U, U 2 , .... U», U' l+1 , U»+*, 

et, comme cette progression est eonvergente (a cause de U < i), on 
peut, de la remarque precedente, conclure a fortiori la convergence 
de la serie ( 1 ). 

Supposons, en second lieu, kf> i, et placons encore entre les deux 
nombres i et k un troisieme nombre U, en sorte qu’on ait 

A > U > i. 

Si n vient a croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeurs 

de («„)", en s’approchant indefiniment de k, finiront par devenir 
superieures a U. On pourra done satisfaire a la condition 

(«»)“> u 

ou, ce qui revient au menie, a la suivante 

u n > U'S 

par des valeurs de n aussi considerables que Ton voudra; et par suite, 
on trouvera dans la serie 

W /?> hi) Mfl-h21 • ■ • 

un nombre indefini de termes superieurs aux termes correspondants 
de la progression geometrique 

1, U, U 2 , ..., U", U n+1 , U"- 1 - 2 , _ 

Comme cette progression est divergente (a cause de U > i), et qu’en 
consequence ses differents termes croissent a l’inlini, la remarque 
que l’on vient de faire suffira pour etablir la divergence de la serie (i). 

Dans un grand nombre de circonstances, on peut determiner la 
valeur de la quantite k a l’aide du theoreme IV (Chap. II, § III). En 
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effet, en vertu de ce theoreme, toutes les fois que le rapport con- 
vergera vers une limite flxe, cette limite sera precisement la valeur 
de k. On peut done enoncer la proposition suivante : 

TheoriiME II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 

Un+l 

w» 

converge vers ime limite fixe k, la serie (i) sera convergente toutes les fois 
que l’on aura k f i, et divergente toutes les fois que l’on aura k > i. 

Concevons, par exemple, que 1’on considere la serie 

ii i i 

i - , - , - -, • ■ ■, -5- , • • • : 

I 1.2 1.2.0 1.2.0 ...n 

on trouvera 

u„.+\ _ 1.2.3... re __ i _ i _ 

u„ i. 2.3. ../i(rt-t-i) n-t -1 ’ oo ’ 

et par consequent la serie sera convergente, ce que Ton savait deja. 

Le premier des deux theor'emes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie dont tous 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier ou la quantite 
representee par k devient egale a l’unite. Dans ce cas particulier, il 
n’est pas toujours facile de decider la question. Toutefois, nous allons 
demontrer ici deux nouvelles propositions a l’aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

Theoreme III. — Lorsque, dans la serie (i), chaque terme est inferieur 
a celui qui le precede, cette serie et la suivante 

(2) Uq , 4«3» 16^15, . . . 

sont en mime temps convergentes ou divergentes. 

Demonstration. — Supposons d’abord la serie ( 1 ) convergente, et 
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designons sa somrae par s. On aura 

# 0 — W 0 > 

2 “ 2 u i9 

4 M 3 < 2 W 2 + 2 lla, 

8 M 7 2 U 4 -f- 2 ££5 2 Mg H - ^ W 7 , 


et par suite la soinme des termes de la serie (2), pris en tel nombre 
que Ton voudra, sera inferieure a 

i< 0 H- 2 «i + 2 M 2 -l- 2 a 3 -l- 2 « 4 H-. . . = 2 S — u 0 . 

II cn resulte que la serie (2) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la serie (1) divergente. La somme de 
ses termes, pris en tres grand nombre, finira par surpasser toute limite 
assignable; et, comme on aura 

Uq ZZZ U 09 
2U { > U x + U t , 

4 w 3 ^ H - ^5 H - Mg, 

8m 7 > m 7 H- m 8 -b m 9 -f- Wjq -f- 1 —W12 ■+• W13 


on devra conclure que la somme des quantites 

^0, 2Wj, 8 u-jj .. ., 

prises en tres grand nombre, finit elle-meme par devenir superieure a 
toute quantite donnee. La serie (2) sera done alors divergente, con- 
formement au theoreme enonce. 

Corollaire. — Si pour la serie (1) on prend la suivante 

(3) i’ w 4?’ 

[j. designant une quantite quelconque, la serie (2) deviendra 
1, 4 1 -!*, 8*-l\ .... 
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Cette derniere est une progression geometrique, convergente lors- 
qu’on suppose p. >• i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la serie (3) sera elle-meme convergente si ul est un nombre superieur 
a l’unite, et divergente si l’on a p. = i ou p<i. Par exemple, des 
trois series 

1 1 1 

'* a*’ 3 s ’ 4*’ 

1 I I 

Ij ~ ? o’ 7 ’ ' * • > 

2 D 4 

I I I 

i, —> —> -j’ •••> 

3* 4 2 


(4) 

(5) 

(6) 


la premiere sera convergente et les deux autres divergentes. 


Theoreme IV. — Supposons que Von designe par L la caracterislique des 
logarithmes dans un systeme quelconque, et que, pour des valeurs crois- 
santes de n, le rapport 

E («» ) 

h( l - 
a 


converge vers une limite finie h. La serie (i) sera convergente si Von a 
h i, et divergente si Von a h <V i. 

Demonstration. — Supposons d’abord h~y>i, et choisissons a volonte 
entre les deux quantites i et h une troisieme quantite a, en sorte qu’on 
ait 

h >> a > i. 


Le rapport ou son egal 


L) 

«*/ 


L(«) 


finira par etre, pour de tres grandes valeurs de n,,constamment supe¬ 
rieur a la quantite a. En d’autres termes, n venant a croitre au dela 
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d’une certaine limite, on aura toujours 


L(n) 


> a 


oil, ce qui revient au meme, 


et, par suite, 


L( — ) > a L(«), 


ft-n * 

U a 'I* 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre constam- 
ment inferieurs aux termes correspondants de la suivante 


i i i 

1 ’ T a ' 3 ^ ’ 4 “ ’ 


n a (w + i)" 


et, comme cette derniere sera convergente (a cause de a> i), on 
pourra de la remarque precedente conclure a fortiori la convergence de 
la serie (i). 

Supposons, en second lieu, h<f i, et plagons encore entre les quan- 
tites i et h une troisieme quantite a, en sorte qu’on ait 

/i < a < i. 


On finira par avoir constamment, pour de tres grandes valeurs de n. 



L{n) 


< a 


ou, ce qui revient au meme, 


et, par suite, 


L ( 7T ) < « L («)> 

V 


— < n a , 

a,, 


H„>- 

n a 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre constam- 
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ment'superieurs aux termes correspondants de la suivante 

iii i i 

2 a> 4“* ’ n a ' (n + i) a> ’ 

et, comme cette derniere sera divergente (a cause de a < i), on pourra 
de la remarque qu’on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la serie (i). 

Etant donnees deux series convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces memes termes, former 
une nouvelle serie dont la somme resulte de l’addition ou de la multi¬ 
plication des sommes des deux premieres. Nous etablirons a ce sujet 
les deux theoremes suivants : 

Theoreme V. — Soient 

\ U<)9 ^1J • 9 Un9 • • • 9 

(7) 

( ( ’i* v t , •••* ... 

deux series convergentes, qui, uniquement composees de termes positifs, 
aient respectivemenl pour sommes s et s' : 

(8) u 0 - 1-c 0 , Mi+e,, « 2 +c 2 ,, ...» «„+ r„, ... 
sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s -\- s'. 

Demonstration. — Si Ton fait 

5« 0 ^1 ^2 H - - • • U n — ! j 
S \l — *+- ^1 ^2 • ■ - ■+" P/n-lj 

s n et s n convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de n, 
vers les limites s et s'. Par suite, s n + s’ n , c’est-a-dire la somme des 
n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite s •+• s', ce 
qui suffit pour etablir le theoreme enonce. 

Theoreme VI. — Les memes ckoses etant posees que dans le theoreme 
precedent, 

j «o V 0 , u 0 V, -h M, u 0 v 2 -+- u l -t- U 2 (>o, . . . 

(9) j 

( .«0 W 1 f, «_l+- • - + M n-1 e, + M„C 0 , ... 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss . 



128 


COURS D’ANALYSE. 


Demonstration. — Soient toujours s n , s' n les sommes des n premiers 
termes des deux series ( 7 ), et designons en outre par s" n la somme des 
7i premiers termes de la serie ( 9 ). Si 1’on represente par m le plus 
grand nombre entier compris dans ■— > c’est-a-dire —— lorsque n 
est impair, et - dans le cas contraire, on aura evidemment 


Wq ( j q + ( Uq C i —{— V 0 ) -+- . . . -1 ( Uq V h —| -f- Wj V ii —2 ’ t ■ • - Un —2 ^ “ Un— 1,^0 ) 

“C ( w 0 + Mi + • - • ■+" W n _i ) ( (’o.H - - . . -+- l’n—i ) 

et 

> ( Wo Hr M 1 + . . . -+- U,n ) ( Co V 1 + ), 

ou, en d’autres termes, 

Sn < ^.S n S n Ct ^/n-t-1 ^nl+\ • 

Concevons maintenant que l’on fasse croitre n au dela de toute limite. 
Le nombre 

Tl •—- — - 

/*• 2 2 

m — ---- 

2 


croitra lui-meme indefiniment, et les deux sommes s n , s m+t converge- 
ront vers la limite s, tandis que s' n et s' m+l convergeront vers la limite s'. 
Par suite, les deux produits et la somme s" n comprise 

entre ces deux produits convergeront vers la limite ss', ce qui suffit 
pour etablir le theoreme YI. 


§ 111. — Des series qui renferment des termes vositifs 
et des termes negatifs. 

Supposons que la serie 

(0 "o, w l> t-hi • • M-,;, . . , 

sc compose de termes, tantot positifs, tantot negatifs, et soient respec- 
tivement 


(») 


P«. Pi’ P 2 ’ • • • i P ni 
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les valeurs numeriques de ces memes termes, en sorte qu’on ait 

«0 — Po* -Az pi , U.2 P‘2, • • • , Un — P/19 • • *. • 

La valeur numerique de la somme 

Uq -+- Wj -J~ -J- . . . -+- U n —\ 

ne pouvant jamais surpasser 

Po + Pi + P 2 + - • • +• pn-19 

il en resulte que la convergence de la serie (2) entrainera toujours 
celle de la serie (1). On doit ajouter que la serie (1) sera divergente, si 
quelques termes de la serie (2) finissent par croitre au dela de toute 

.limite assignable. Ce dernier cas se presente lorsque les plus grandes 

1 _ 

valeurs de (p ra ) n convergent, pour des valeurs croissantes de n, vers 
une limite superieure a l’unite. Au contraire, lorsque cette limite 
devient inferieure a l’unite, la serie (2) est toujours convergente. On 
peut, en consequence, enoncer le theoreme suivant: 

Theoreme I. — Soil o n la valeur numerique du terme general u n de la 

serie (1), el designons par k la limite vers laquelle convergent, landis 

1 

que n croil indefiniment, les plus grandes valeurs de Vexpression (p ;i )' ! . 
La serie (1) sera convergente si Von a £<1, et divergente si Von a 
k > 1. 

Lorsque la fraction e’est-a-dire la valeur numerique du rapport 

P« 

-"--‘j convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 
theoreme IV (Chap. II, § III), la valeur cherchee de k. Cette remarque 
conduit a la proposition que je vais ecrire : 

Theoreme II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume¬ 
rique du rapport 

,l n +1 

converge vers une limite fixe k, la sene (1) sera convergente toutes les fois 
que Von aura k<i t, et divergente toutes les fois que Von aura k>i. 
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Par exemple, si 1 ’on considere la serie 


on trouvera 


i i i 





Uq-hl __ * ^ 

~~ " + I ’ 


k = 


i 



d’oii il resuite que la serie sera convergente. 

Le premier des deux theoremes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie que dans le 
cas particulier ou la quantite representee par k devient egale a 1’unite. 
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence 
de la serie proposee, soit en s’assurant que les valeurs numeriques de 
ses dilferents termes forment une serie convergente, soit en ayant egard 
au theoreme suivant: 

Theoreme III. — Si dans La serie (i) la valeur numerique du lerme 
general u n decrott constamment et indefiniment, pour des valeurs crois- 
santes de n, si de plus les differents termes sont alternativemenl posit if set 
negatifs, la serie sera convergente. 

Considerons, par exemple, la serie 


(3) 


La somme des termes dont le rang surpasse n, si on les suppose pris en 
nombre egal a m, sera 


+ i u -\- 2 n -j- 3 n -j- 4 ' u 4- wi 

Or la valeur numerique de cette somme, savoir 


I 


l 


I 


n + m 


i 


/i t i /i + 2 n ~h 3 /i + 4 

1 x 1 _ 

n H- 3 / \n 4 n o 

1 i \ / i 


n -\- i \ n + 2 
i i 


M-I 11 + 2 


n ~ J r 3 « + 4 / \ « + 5 /i + 6 
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etant evidemment comprise entre 


I 


a H- i 


i 

el —— 

a -h i 


i 

n -h 2 9 


decroitra indefiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que 
soit m, ce qui suffit pour etablir la convergence de la serie proposee. 
Les memes raisonnements peuvent evidemment s’appliquer a toutes les 
series de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 


( 4 ) 



laquelle, en vertu du theoreme III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de q.. 

Si dans la serie ( 4 ) on supprimele signe — devant ehacun des termes 
de rang pair, onobtiendra la serie ( 3 ) du § 11 , qui est divergente toutes 
les fois que Pon suppose p: — i ou p. < i. Par suite, pour transformer 
une serie convergente en serie divergente, ou reciproquement, il suffit 
quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette 
remarque est uniquement applicable aux series pour lesquelles la 
quantite designee par k dans le theoreme II se reduit a l’unite. 

Etant donnee une serie convergente dont tous les termes sont posi- 
tifs, on ne peut qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs 
numeriques de ces memes termes, etchangeantles signes de quelques- 
uns. II est bon d’observer qu’on produira ce double effet si Pon mul- 
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 
suffit pour etablir la proposition suivante : 

Theoreme IV. — Lorsque la sene 


( 2 ) 


Po> pl> Ps> *. • • 9 pflf * * • 9 


uniquement formee de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 
vantes 


( Po COS @ 0 , PjC OS 0 !, p 2 COS@2, 
{ p 0 sin0 O , pj'sin0,, o 2 sin0,, 


p„cos 9 „, 
P« sin 0 ,„ 


( 5 ) 


• • ) 
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Vest pareillement, quelles que soient les valeurs des arcs 9 0 , 9 ,, 9 2 , 

9», .... 

Corollaire. — Si Ton suppose generalement 

6 U — n 9 , 

9 designant un are quelconque, les series ( 5 ) deviendront respecti¬ 
vement 

( p 0 , p[COS0, p 2 COS20, p„COS rid, ..., 

( piSin 0 , p 2 sin2 0 ,‘ p„sin« 0 , .... 

Ces deux dernieres seront done toujours convergentes en meme temps 
que la serie (2). 

Si Ton considere a la fois deux series dont chacune renferme des 
tenues positifs et des termes negatifs, on demontrera facilement a leur 
egard les theoremes Y et VI du § II, ainsi qu’on va le voir. 

Theoreme V. — Soient 

| U(J, U j, It 2, ■ ■ ■, tl,ly * - ., 

(7) ) 

( (’ 0 , v u r 2 , ..., e„, ... 

deux series convergentes qui aient respectivement pour sommes s el s '; 

(8) j* 0 -t-r 0 , u t +v it u 2 -t-<’ 2 , ..., u,i-hv n , ... 

sera une nouvelle serie convergent, qui aura pour somme s — s'. 
Demonstration. — Si Ton fait 

Sfl —— Uq Mi ^2 M n — \ y 

s n = l 'o + l ’l + ^2 + - • • + Vn— j, 

s n et s n convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et s'. Par suite, s a -h s a , c’est-a-dire la somme 
des n premiers termes de la serie ( 8 ), convergera vers la limite s-hs', 
ee qui sufFit pour etablir le theoreme enonce. 

TheorLaie VI. — Les memes choses etant posees que dans le theoreme 
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precedent, si chacune des series (7) reste convergente, lorsqu’on reduit 
ses differents termes a leurs valeurs numeriques, 


(9) 


I «o< ; o, 

J Uq ~l~ U\ Vi 

j • • • *. 9 

f' v n -\-. .. H- u tl ^x c ’i ■+■ w /i V09 


sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss'. 

Demonstration. — Soient toujours s a , s' n les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s" n la somme des 
n premiers termes de la serie (9). On trouvera 

S n S n S n — U1 j 1 1 V n ~.2 4— U n 9 V n — 1 ) —. . . 

-t~ ( u n —1 Vi -t- u n —% r 2 -+■■ . • + u 2 -+■ u, ). 

De plus, le theoremeVI ayant etedemontre dans le second paragraphs 
pour le cas ou les series (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en resulte que, dans cette hypothese, chacune des quantites s n s' n , s" n 
converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ss', et par 
suite la difference s u s' n — s n ou, ce qui revient au meme, la somme 

u n -1 v n -1 "+• ( u n- \ ) + . . . 

+ ( u /l1-1^1 + . . . + M 2 r„_2 + Ml V,i—\ ), 

vers la limite zero. 

Concevons maintenant que, les termes des series (7) etant les uns 
positifs et les autres negatifs, on designe respectivement par 

I Po> Pl9 p2> • • • 9 p/i> > • • *> 

(lO) < \ 

( Po> Pl> P 29 * * ’9 P/19 * * * 

les valeurs numeriques de ces differents termes. Supposons de plus, 
conformement a l’enonce du theoreme, que les series (10), composees 
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de ces memes valeurs numeriques, soient toutes deux convergentes. 
En vertu de la remarque qu’on vient de faire, la somme 

pn -1 Pn-l + (P«-lP «- 2 + P/I- 2 P //-1 )+■•• 

+ (P/t-iPi +P/1-2P2 + • • ■ + PaPn-sPip»-i) 

convergera, pour des valeurs croissantes de ft,.vers la limite zero; et, 
comme la valeur numerique de cette somme sera evidemment supe- 
rieure a celle de la suivante 

ll n- 1 l’n — 1 + ( u n-\ Vn-1 “I - «/j —2 l ’n-1 )+•••• 

+ ( u n -1 -+• U-n—il'i H“ • • • + ( ’„_ 2 -+- U, V,,—] ), 

il en resulte que cette derniere ou, ce qui revient au meme, la diffe¬ 
rence convergera elle-meme vers la limite zero. Par suite, ss, 

qui est la limite du produit s„s tl , sera encore celle de s" n . En d’autres 
termes, la serie (9) sera convergente et aura pour somme le pro¬ 
duit ss'. 

Scolie. — Le theoreme precedent pourrait ne plus subsister si les 
series (7), supposees convergentes, cessaientde l’etre apres la reduc¬ 
tion de chaque terme a sa valeur numerique. Concevons, par exemple, 
que pour chacune des series (7) on prenne la suivante 



La serie (9) deviendra 
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Cette derni'ere est divergente, car son terme general, savoir 

, ( 1 i i i i 

— ( —j=z -I-- . =r H- -/ - .. ..- -H-7= 

\\/n y(/i —1)2 y(/i— 2)3 y 2 (/£ — i) y it 

a une yaleur numerique evidemment superieure a 



lorsque n est impair, c’est-a-dire, dans tous les cas possibles, une 
valeur numerique superieure a 1 ’unite. Cependant la serie (u) est 
convergente. Mais on doit observer qu’elle cesse de I’etre lorsqu’on 
reduit cbaque terme a sa valeur numerique, puisqu’elle se change 
alors en la serie (6) du § II. 


TV. — Des series ordonnees suivant les puissances ascendanles 
et enlieres d’une variable. 


Soit 


(0 


a 0 , a, x, a^x 2 , ..., a n x n , 


une serie ordonnee suivant les puissances entieres et ascendantes de 
la variable x, 

(2 ) « 0 , , * * *, a,n * • ■ 

designant des coefficients constants positifs ou negatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la serie (2) la quantite k du paragraphe prece¬ 
dent (wotrle § III, theoreme II). La meme quantite, calculee pour la 
serie (1), sera equivalente a la valeur numerique du produit 
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Par suite, la serie (i) sera convergente si cette valeur numerique 
.est inferieure a l’unite, c’est-a-dire, en d’autres termes, si la valeur 
numerique de la variable x est inferieure a Au contraire, la 
serie (i) sera divergente si la valeur numerique de x surpasse 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

Theoreme 1 . — Soil A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 
croissantes de n, la racine n l ' eme des plus grandes valeurs numeriques 
de a n . La serie (i) sera convergente pour toutes les valeurs de x com¬ 
prises entre les limites 


i r 



et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des memes limites. 

Lorsque la valeur numerique du rapportconverge vers une 
limite fixe, cette limite est (en vertu du theoreme 1 Y, Chap. II, § III) 
la valeur cherchee de A. Cette remarque conduit a une nouvelle pro¬ 
position que je vais ecrire : 

Theoreme II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume¬ 
rique du rapport 

&tl 

converge vers la limite A, la serie (i) sera convergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites 

i i 

t 5 H—T ? 

A A 

et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des monies limites. 
Corollaire /. — Prenons pour exemple la serie 

(3) ax, 3;r 2 , 4 x 3 , . .., ( n + i)x", _ 

Comme on trouvera dans cette hypothese 

n H- 2 i 

— — [ —|— -- 

a n /i -f- I Tl I 
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et, par suite, 


A = i, 


on en conclura que la serie ( 3 ) est convergente pour toutes les valeurs 
de x renfermees entre les limites 


X =+ J, 


et divergente pour les valeurs de x situees hors de ces limites. 
Corollaire II. — Prenons pour second exemple la serie 


( 4 ) 


/y> /y> i. sy*o 

tAj iX- %As 

5 -> ~ 0 ~ 

I 2 O 


X Tl 

n 


dans laquelle le terme constant est cense reduit a zero. On trouvera 
dans cette hypothese 


n -hi i 

i + - 
n 


et, par suite, A = i. La serie ( 4 ) sera done encore convergente ou 
divergente, suivant que la valeur numerique de x sera inferieure ou 
superieure a 1’unite. _ 

Corollaire III. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 


< 5 ) e*. 


p(p— 0(p — 2 )...(p — n 4-1) 
1.2.3 ...n 


p. designant une quantite quelconque, on trouvera 


®/M-i _ 


n -h i 




J 4- 


et, par suite, 


p i 

i — — i- 

A = hm-—-— i. 

i i 

i 4- - 14- - 

n oo 


On en conclura que la serie ( 5 ) est, comme les series ( 3 ) et ( 4 ), con- 

OF.uvres de C.> S. II, t. III. 18 




On en conclura que la serie (7) est toujours divergente, excepte 
lorsqu on suppose x = o, auquel cas elle se reduit a son premier 
terme 1. 

En examinant les resultats qu’on vient d’obtenir, on reconnalt 
immediatement que, parmi les series ordonnees suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entieres de la variable x, les unes sont tantot 
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribute a cette 
variable, tandis que d’autres restent toujours convergentes, quel que 
soita?, et d’autres toujours divergentes, excepte pour x = o. On peut 
ajouter que le theoreme I ne laisse d’incertilude sur la convergence 
d’une semblable serie que dans le cas oil la valeur numerique de x 

devient egale a la constante positive representee par —> c’est-a-dire 
lorsqu’on suppose 



Dans ce cas particulier, la serie est tantot convergente, tantot diver- 
gente, et la convergence depend quelquefois du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la serie ( 4 ). pour laquelle A = i, on fait succes- 
sivement 

X — I, X — — I, 

on obtiendra les deux suivantes 


(8) i, 

(9) —i. 


I I I 



J 

• ’ ’ > ~ ? * * * > 
n 


_ i 

• • • > — — j • • • y 

/L 


dont la premiere est divergente (voir dans le § II le corollaire du theo¬ 
reme III) et la seconde convergente, ainsi que cela resulte du theo¬ 
reme III (§ III). 

II est encore essentiel de remarquer que, par suite du theoreme I, 
lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et en¬ 
tires d’une variable x sera convergente pour une valeur numerique 
de x differente de zero, el le restera convergente, si Ton vient a dimi- 
nuer cette valeur numerique ou meme a la faire decroitre indelini- 
ment. 

Lorsque deux series ordonnees suivant les puissances ascendantes 
et entieres de la variable x sont convergentes pour une meme valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les theoremes V et VI du § ill. 
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Cette remarque suffit pour etablir les deux propositions que je vais 
enoncer : 

Theoreme III. — Supposons que les deux series 

j a 0 , a,x, a^x*, ..., a n x n , . 

(10) ] 

f b[Xy b^X~ y . . . y bfyX y . . . y 

elant a la fois convergent.es, lorsqu’on attribue a la variable x une cer- 
taine valeur, aienl alors pour sommes respectives s et s', 

(u) a 0 ^-b 0 , {a x +by)x, (« 2 + b i )x i , ..., (a„+ b n )x n , ... 

sera, dans le meme cas, une nouvelle serie convergente, qui aura pour 
somme s -+- s'. 

Corollaire. — On etendra facilement ce theoreme a tant de series 
que I’on voudra. Par exemple, si les trois series 

0 O , Cl{Xy Ct^X^y • • ty 

b 0 y b { Xy b 2 X'y 

Cq 9 C\Xy C%X" y . . . 

sont conyergentes pour une meme valeur attribute a la variable x, et 
que I’on designe par s, s', s" leurs sommes respectives, 

a 0 +b 0 +c 0 , (a,-f- c t )x, (« 2 + b % + c^x 1 , ... 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s H- s'-t- s". 

Theoreme IV. — Les memes choses etant posees que dans le theoreme 
precedent, si de plus chacune des series (io) reste convergente, lorsqu’on 
reduil ses different termes a leurs valeurs numeriques, 

| ( a o b\ -+- b 0 ) x, (« 0 by, 4- a 2 b$ )x i , ..., 

) \ 

{ (a Q ba ~+" a \ b n -1 H- • . . -4- cin-i H- a n ••• 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss . 
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Corollaire I. — Le theoreme precedent se trouve compris dans la 
formule 

( («o+ a, x -+- a 2 c£ 2 -t-.. .) (6 0 + b x x + b,x 2 -\-...) 

( l3 ) 

( ~ a 0 6 0 + (a 0 6,+ a, 6 0 )d? -h (a 0 6 2 + + . 

qui subsiste dans le cas oil ehaeunedes series (to) reste convergente 
lors meme qu’on reduit ses difFerents termes a leurs valeurs nume- 
riques, et qui sert a developper dans cette hypothese le produit des 
sommes des deux series en une nouvelle serie de meme forme. 

Corollaire II. — En repetant plusieurs fois de suite l’operation indi- 
quee par l’equation (i 3 ), on pourrait multiplier entre elles les 
sommes de trois ou d’un plus grand nombre de series semblables aux 
series (io), et dont chacune resterait convergente apres la reduction 
de ses difFerents termes a leurs valeurs numeriques. Le produit obtenu 
serait la somme d’une nouvelle serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et entieres de la variable x. 

Corollaire III. — Si dans les deux corollaires precedents on suppose 
que toutes les,series dont on multiplieles sommes deviennentegales, 
on obtiendra pour produit une puissance entiere de la somme de cha- 
cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore representee par la 
somme d’une serie du meme genre. Par exemple, si dans l'equa- 
tion (i 3 ) on fait a 0 = b 0 , a, = b t , a t = b 2 , ..., on en tirera 

(i4) (a 0 +« t a; + fl ! ® ! + ...) 2 — a\ 2 a^a A x -v- ( 2 a 0 a. 2 + +.. .. 

Corollaire IV. — Si 1 ’on prend pour termes generaux des series (10) 


pQ — 

I ) (f* — 3)- 

.. ([x — n + 1 ) 


1.2.3.. 

. n 

v'(r'- 

I )({*■'— 2)- 



1.2.3.. 

. n 


\i, [V designant deux quantites quelconques, et la variable x etant 
renfermee entre les Iimites x = — 1, x= -h 1, chacune des series (10) 
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restera convergente, meme lorsqu’on reduira ses differents termes a 
leurs valeurs numeriques, et Je terme general de la serie ( 12 ) de- 
viendra 

- [xjp. —!).. . ({X — n - 4 - I) + ——W4-8) f/ + 

1.2.3... n i.2.3 ... (/i — i) 1 

1 1.2.3 .. .(n — i) 1.2.3 .. .11 

+ + — + 2)-- .(p + p'—n + 1 ) „„ 

- 1.2.3...« ‘ 


Celapose, si Ton appelley^) la somme de la premiere des series(io) 
dans l’hypothese que Ton vient de faire, c’est-a-dire, si Ton pose 

(i5) cp (p) — 1 ^x + ^^ x 2 +.. 


les sommes des series ( 10 ) et(i 2 ) seront respectivement designees, 
dans la meme hypothese, par f(p-), <p(p/) et <p(p. -+- p/); en sorte que 
l’equation (i3) deviendra 

(16) ®(p)?(f*') = <p(f*-+-(*')■ 

Lorsque dans l’equation (i3) on remplace la somme de la serie 

b 6 , b t x, bo_x"-, ... 

par un polynome compose d’un nombre fini de termes, on obtientune 
formule qui ne cesse jamais d’etre exacte, tant que la serie 

CLo, ci\X, ct^x*, ... 

demeure convergente. C’est ce que nous allons prouver directement, 
en etablissant le theoreme qui suit: 

Theoreme Y. — Si, la serie (1) etant convergente, on mulliplie la 
somme de cette serie par le polynome 

(17) kx m + lx m -' + ...+px-yq, 

dans lequel rn designe un nombre enlier, on ohtiendra pour product la 
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somme d’une nouvelle serie comer genie de mime forme, dont le terme 
general sera 

(<] a n + pa tl —i -+-.. . -+- + ka n _ m )x m , 

pourvu que l’on considere comme nulles dans les premiers termes celles 
des quantiles 

&n—\i Q'ti—'Zi * * *j — m-hli &n—m 

qui se trouveront affectees d’indices negatifs : en d’autres termes , on 
aura 

I (kx"‘ 4 - lx m ~ 1 4 - . . . 4 - px 4- q) (<at 0 —t- a i x 4~ a^x 1 4- . . .) 

— qa a -+- {qct^ pa a )x . .. + (^,,+ ^1 + . . .4- la l 4- ka a )x m 

+ ( q a n -+- p a n-l •+"••• + l a rt—m+\ "+■ ka n ~ m ) X n -+-. . . . 

Demonstration. — Pour multiplier la somme de la serie (i) par le 
polynome (17), il suffira de la multiplier successivement par les diffe- 
rents termes de ce polynome. On aura done 

(kx m -+- lx m ~ l 4- ... 4 - px - 4 - q) (a 0 4 - a x x 4 - a i x t -\-. ..) 

— q{a a -\-a i x + a^x 1 -\-...)-\-px{a„+a l x- J t-a i x i - J t~...) 


4- lx m -'(a 0 -h a t x -h a t x 2 -\-.kx"‘(a 0 + a t x + a 2 x^- f-...). 

Comme on a de plus, pour desvaleurs entieres quelconques de n, 

q (a 0 4 - a x x 4- a^x"--{-. . . 4 - a n .^x n - 1 ) 

— qa 0 + qa t x 4- qa^x^-i-.. .4- qa n -^x n ~^, 

on en conclura, en faisant croitre n indefiniment, et passant aux 
limites, 

q(a a + a t x -h a 2 x 2 -h. . ) = qa 0 -+- qa x x 4- qa % x^-\- . . .. 

On trouvera de meme 

px(a 0 + a,x -h a 2 x !! -h . ..) = pa 0 x 4- pa l x i 4- pa % x 3 4 -. . ., 


lx m ~ l {a 0 + a x x 4- 4-. . .) = la^x" 1 -' 4- la l x m 4- la i x m+l 4-. . 

kx" l (a 0 -+- a^x 4- a^x^-h ...) = ka 0 x m 4- ka l x m+l -\- ka^x m+i 4 -.... 
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Si l’on ajoute ces dernieres equations, et qu’en formant la somme des 
seconds membres on reunisse les coefficients des puissances sem- 
blables de la variable x, on obtiendra precisement la formule (18). 

Concevons maintenant que dans la serie (i) on fasse varier la valeur 
de x par degres insensibles. Tant que la serie restera convergente, 
c’est-a-dire tant que la valeur de x demeurera comprise entre les 
limites 

i i 

— A’ + A’ 


la somme de la serie sera (en vertu du theoreme 1, § I) une fonction 
continue de la variable x. Soit <p(a?) cette fonction continue. Liqua¬ 
tion 

9 ( x) — a a -I- a t x -f- a t x- -t- ... 


subsistera pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 
— T’ -I - T’ ce ( l ue nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

A A 

de la serie, comme on le voit ici : 


(19) = a 0 + a^x + ... 



x — h- 



Lorsque la serie est supposee connue, on peut quelquefois en 
deduire la valeur de la fonction <p(a?) sous forme finie, et c’est la ce 
qu’on appelle sommer la serie. Mais le plus souvent la fonction o{x) 
estdonnee, et Ton se propose de revenir de cette fonction a la serie, 
ou, en d’autres termes, de developper la fonction en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va¬ 
riable x. II est facile d’etablir a ce sujet la proposition que je vais 
enoncer : 

Theoreme VI. — Une fonction continue de la variable x ne peut elre 
developpee que d une seule maniere en serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. 

Demonstration. — En effet, supposons qu’on ait developpe par deux 
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methodes differentes la fonction <p(a?), et soient 

a 0 , a { x, a^x 1 , ..., a n x n , ..., 

bo, b x x, b^x\ ..., b n x n , ... 

les deux developpements, c’est-a-dire deux series dont chacune, etant 
convergente pour des valeurs den?differentes de zero, ait pour somme, 
tant qu’elle demeure convergente, la fonction <p(a?). Ces deux series 
etant constamment convergentes pour de tres petites valeurs nume- 
riques de x, on aura, pour de semblables valeurs, 

Cl j OC ~f“ Ct<% • • b 0 H— l )j oc —(— ^2 • • • • 

Comme, en faisant evanouir x, on tire de l’equation precedente 

a 0 — b 0 , 

il en resulte qu’on peut la reduire generalement a 

a x x-\- « 2 + • • .— b x x + bix 1 + . . . 

ou, ce qui revierit au meme, a 

x(a t a^x-t -...) = x(b t + b,x + ...). 

Si Ton multiplie par ~ les deux membres de cette derniere equation, 
on obtiendra la suivante 

aj 4- a 2 x .. .= 6, ■+ b s x -+-..., 

qui devra encore subsister pour de tres petites valeurs numeriques de 
la variable x, et de laquelle on conclura, en posant x — o, 

a i =b i . 

En continuant de meme, on ferait voir que les constantes a 0 , a,, a 2 , ... 
sont respectivement egales aux constantes b 0 , b f , b 2 , ..., d’oii il suit 
que les deux developpements de la fonction <p(a?) sont identiques.' 

Le Calcul differentiel fournit des methodes tres expeditives pour 
developper les fonctions en series. Nous exposerons plus tard ces 

QEuvres de C. — S. II, t. III. *9 
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methodes, et nous nous bornerons pour 1’instant a faire connaitre, 
avec le developpement de la function (i -+-a?) 1 *, dans laquelle p. designe 
uno quantite quelconque, deux autres developpements que 1’on ramene 
facilement au premier, savoir, ceux des fonctions 

A* et L(i-\-x), 


A designant une constante positive, et L la caracteristique des loga- 
rithmes dans un systeme choisi a volonte. En consequence, nous allons 
resoudre l’un apres l’autre les trois problemes qui suivent : 

Probleme I. — Developper, lorsque cela sepeut, la fonction 

en serie convergente ordonnee snivant les puissances ascendanles et 
entieres de la variable, x. 

Solution. — Si d’abord on suppose \x = m,m designant un nombre 
ontier quelconque, on aura, par la formule de Newton, 


(i -t- x) n 


m 


m (m —* i) 


:. 2 




La serie dont la somme constitue le second membre de cette formule 
est toujours cornposee d’un nombre fini de termes; mais, si l’on y 
remplace le nombre entierm'par une quantite quelconque p., la nou- 
vcllc serie que l’on obtiendra, savoir 


(5) 


. f* _ 

’ I ’ 1.2 ’ 


• • • i 


se trouvera cornposee en general d’un nombre indefini de termes, et 
sera convergente seulement pour des valeurs numeriques de x infe- 
rieures a l’unite. Soit, dans cette hypothese, <p(p-) la somme de la nou- 
velle serie, en sorte qu’on ait 

(io) ?(F) = i+ [) a ; 2 + . • ■ (x=~ i, xz=+i). 


En vertu du theoreme I (§ I), ^(p.) sera fonction continue de la va- 
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riable (jl entre des limites quelconques de cette variable, et Ton aura 
(voir le theoreme III, corollaire IV) 

(16) cp( f x)<p( f i') = ?(P + p')- 

Cette derniere equation etant entierement semblable a l’equation (2) 
du Chapitre V (§ I) se resoudra de la meme maniere, et l’on en con- 
clura 

La valeur de <p(p.) etant ainsi determinee, si on la substitue dans la 
formule (i 5 ), on trouvera, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
les limites x = — 1, x = ~h 1, 

(20) (1 -+- jc)I x = 1+ — x 0- (x — —1, a? = 4 -i). 

I 1.2 


Lorsque la valeur numerique de x devient superieure a I’unite, la 
serie ( 5 ), n’etant plus convergente, cesse d’avoir une somme, en sorte 
que l’equation (20) ne subsiste plus. Dans la memo hypothese, il 
devient impossible, ainsi qu’on le prouvera plus tard a l’aide du Calcul 
infinitesimal, de developper la fonction (1 -+- xy en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va¬ 
riable x. 


Corollaire 1 . — Si dans I’equation (20) on remplace p. par ^etirpar 


ax, a designant une quantite infiniment petite, on aura, pour toutes les 
valeurs de ax renfermees entre les limites — t, -+- r, ou, ce qui revient 

au meme, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 

1 1 


— ? 
a 


— y 

a 


x~ 


ti -+- <xx) a = H-1-(1 — a) + 


1.2 


1 . 2.3 


(1 — a) (1 — 2a) + 



Cette derniere equation devant subsister, quelque petite que soit la 
valeur numerique de a, si l’on designe a l’ordinaire, par I’abrevia- 
tion lim placee devant une expression qui renferme la variable a, la 



148 


COURS D’ANALYSE. 


limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numerique de a deeroit indefiniment, on trouvera, en passant aux 
limites, 

( 21 ) lim(i4- aa;)“=n-1-1- 5 +... (x — — 00 , x — + 00 ). 

x ' ' ' ’ 1 r o lOA 


II reste a chercher la limite de (i-+-aa?) a . Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule precedente 


limfx + «)“=H-i-1- -x + ..., 

v ' I 1.2 1.2.3 


ou, en d’autres termes, 

_1 

(22) lim(i 4-a)“— e, 

e designant la base des logarithmes neperiens [uotrle § I, equat. (6)]. 
On en conclura immediatement 

1 

lim(i 4 - xx) ax = e, 


et, par suite, 


lim(i 4- a.x) ] 


®— lim [(ih- ax ) ax ] —e x . 


Si maintenant on remet la valeur de lim(n- aa?)“ dans l’equation ( 21 ), 
on obtiendra la suivante : 


(23) 


e x —i 4- 


x 

1 


x ' 1 


1.2 



1.2.3 


4-. . . 


(x ~ — 00 , X = 4- 00 ). 


On pourrait arriver directement a I’equation (23) en observant que 
la serie 


( 6 ) 


x 



X 2 X 3 

-- J - X J 

1.2 1.2.3 


est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x, et 
cherchant la fonction de x qui represente la somme de cette meme 
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serie. En effet, soit la somme de la serie (6) qui a pour terme 
general 

x n 

i. 2 .3... n ’ 

<p(y) sera la somme de la serie qui a pour terme general 

y n 

1.2.3. . . 11 5 


et (en vertu du theoreme VI, § III) le produit de ces deux sommes 
sera la somme d’une nouvelle serie qui aura pour terme general 


i.2.3 ...n i.2.3 ...(n — i) 
x r' I_1 

+ T : . "o'-/ 


x y n _ + y) n 

i i.2.3. . .(n —i) i.2.3 ...n 1.2.3 ...n 


Ce produit sera done egal a y(cc -hy), et par suite, si Ton fait 


„ . X x % x % 

9 (a>)=i + 1 + — + —3+..., 


la fonction f(&) verifiera I’equation 

?(*) <p (y) — <?(x + y)- 

En resolvant cette equation, on en tirera 

<P(®) = [<P( 0 ]*= 7 + ~ + ^3 +•• ■) , 

e’est-a-dire 

f(x) — e x . 

Corollaire II. Si, apres avoir retranche l’unite de chaque membre 
de l’equation (20), on divise les deux membres par p., 4 ’equation que 
1’on obtiendra pourra s’ecrire ainsi qu’il suit : 


(1 H- x)V-— 1 


( J — P)+ -yi 1 — P) 1 


(x=—i, x = +i); 
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et, si dans cette derniere on fait converger p. vers la limite zero, on 
trouvera, en passant aux limites, 


( 24 ) 


lira 




x a 


4 -... . 


De plus, comme en designant par 1 la caraeteristique des logarithmes 
neperiens pris dans le systeme dont la base est e, on a evidemment 


i 4- x — 

(a + x)*= = i + -a- 

7 1 1.2 


on en conclura 


1 = 1 (I + oo) 4- £ [1(1 + +... 


et, par suite, 
(25) 


lira 


(i 4- a;)! 1 — i 

~V- 


— I (i 4 - a;). 


Cela pose, la formule (24) deviendra 


( 26 ) 1 (i 4- x) = x -— 4- -... (x =— i, x = 4 - i). 


L’equation precedente subsiste tant que la valeur numerique de x 
reste inferieure a 1 ’unite; et, dans ce cas, la serie 


( 27 ) 


X, 



X 3 



x n 

-1 

a 


est convergente, aussi bien que la serie (4), qui en differe seulement 
par les signes des termes de rang impair. Les memes series devenant 
divergentes, des qu’on suppose la valeur numerique de x superieure 
a l’unite, l’equation (26) cesse d’avoir lieu dans cette hypothese. 

Dans le cas particular oil l’on prenda? = 1, la serie (27) se reduit 
a la serie ( 3 ) du troisieme paragraphe, laquelle est convergente, 
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comnie on l’a fait voir. L’equation (26) doit done alors subsister, en 
sorte qu’on a 

( a8 ) 

Si Ton prenait au contraire x — — 1 T la serie (27) deviendrait diver¬ 
ge nte et n’aurait plus de somme. 

On peut remarquer encore que, si apres avoir ecrit — x au lieu 
de x dans la formule (26), on change a la fois les signes des deux 
membres, on obtiendra la suivante 

( 29 ) 1 (-rzb) = ' r+ ? + y +••• 

Probleme II. — Developper la fonction 

A*, 

dans laquelle A designe an nombre quelconque, en serie convergent 
ordonne’e suivant les puissances ascendantes el entie'res de la variable x. 

Solution. — Designons toujours par la caracteristique 1 les loga- 
rithmes neperiens pris dans Ie systeme dont la base est e. On aura, 
d’apres la definition meme des logarithmes, 

A — e l(A) , 

et l’on en conclura 

(30) K x ~e xX ^\ 

Par suite, en.ayant egard a l’equation ( 23 ), on trouvera 

t A * =I+ *JJA1 + + -a? 3 [1(A)] 3 ^ 

(31) 1 12 <- 2 -5 

\ (— —• oc, x 00). 

Cette derniere formule subsiste pour toutes les valeurs reelles pos¬ 
sibles de la variable x. 


Problems III. — La caracteristique L designant les logarithmes pris 



152 


COURS D’ANALYSE. 


dans le systeme dont la base est A, developper, lorsque cela se peut, la 
fonction 

L(i + «) 


en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres 
de la variable x. 


Solution. — Designons toujours par 1 la caracteristique des loga- 
rithmes neperiens. On aura, en vertu des proprietes eonnues des 
logarithmes, 


L(i + x) = 


L(i -i- x) 
’ L(A) 


] (i -h x) 

1(A) ’’ 


et par suite, en ayant egard a l’equation (26), on trouvera, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites — 1, 4-1, 


(3a) 


L( r + x ) — 






Cette derniere formule subsiste dans le cas meme oil Ton prend x — 1; 
mais elle cesse d’avoir lieu lorsqu’on suppose x —: — 1 ou x 2 > x. 
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CHAPITRE VII. 

DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEURS MODULES. 


§ I. — Considerations generates sur les expressions imaginaires. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme ou 
a Iaquelle on attribue une valeur differente de celle qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de meme equations symboliques toutes 
celles qui, prises a la lettre et interpreters d’apres les conventions 
generalement etablies, sont inexaetes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant et alterant 
selon des regies fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou equations symbo¬ 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’ecrire sous 
une forme abregee des resultats assez compliques en apparence. G’est 
ce qu’on a deja vu dans le second paragraphe du troisieme Chapitre, 
oil la formule (9) fournit une valeur symbolique tres simple de l’in- 
connue x assujettie a verifier les equations ( 4 ). Parmi les expres¬ 
sions ou equations symboliques dont la consideration est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que Ton a 
nominees imaginaires. Nous allons montrer comment on peut etre 
conduit a en faire usage. 

On sait que les sinus et cosinus de 1 ’arc a + b sont donnes en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a et b par les formules 

cos(a + b) = cosa cos b — sina sin b, 
sin (a + b ) = sin a cos b + sin b cos a. 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort 
simple de les retrouver a volonte. II suffit, en effet, d’avoir egard a la 
remarque suivante. 

Supposons qne Ton multiplie Pune par l’autre les deux expressions 
svmboliques 

cosa -+- y/ — i sin#, 
cos b -by/— 1 sin b, 

en operant d’apres les regies connues de la multiplication algebrique, 
comme si \J — x etait une quantite reelle dont le carre flit egal a — i. 
Le produit obtenu se composera de deux parties : l’une toute reelle, 
l’autre ayant pour facteur y/ — i; et la partie reelle fournira la valeur 
de cos(a-b&), tandis que le coefficient y/ — i fournira celle de 
sin(a-b/?). Pour constater cette remarque, on ecrit la formule 

f cos (a 4 - b) -t- v/— i sin(a + &) 

(2) _ 

( = (cosa 4- \J— 1 sin«) (cos b h- \J — 1 sin 6 ). 

Les trois expressions que renferme I’equation precedente, savoir 

cosa -I- 1 sinn, 

cos b -f- y/— 1 sin b, 
cos (a -1 - b) -h \J— 1 sin (a -h b), 

sont trois expressions svmboliques qui ne peuvent s’interpreter d’apres 
les conventions generalement etablies, et ne represented rien de reel. 
On les a nommees pour cette raison expressions imaginaires. L’equa- 
tion (2) elle-meme, prise a la lettre, se trouve inexacte et n’a pas de 
sens. Pour en tirer des resultats exacts, il faut, en premier lieu, deve- 
lopper son second membre par la multiplication algebrique, ce qui 
reduit cette equation a 

cos (a -)- &) y/— 1 sin (a -1- 6 ) 

= cos a cos b — sin a sin b + y/— 1 (sin a cos b sin b cos a). 

Il faut, en second lieu, dans l’equation ( 3 ), egaler la partie reelle du 
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premier membre a la partie reelle du second, puis le coefficient de 
V — i dans le premier membre au coefficient de \/— i dans le second. 
On est ainsi ramene aux equations (i) que 1 ’on doit considerer comme 
implicitement renfermees l’une et l’autre dans la formule (2). 

En general, on appelle expression imagin,aire toute expression sym- 
bolique de la forme 

a -+- 6 \J — 1 , 

a, 6 designant deux quantites reelles; et l’on dit que deux expres¬ 
sions imaginaires 

a -4- 6 \J — 1, 7 -l- 5 y/— 1 

sont egales entre elles, lorsqu’il y a egalite de part et d’autre : i° entre 
les parties reelles a et 6 ; 2 0 entre les coefficients de \J— 1, savoir 6 
et 8. L’egalite de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle 
de deux quantites reelles, par le signe =, et il en resulte ce qu’on 
appelle une equation imaginaire. Cela pose, toute equation imaginaire 
n’est que la representation symbolique de deux equations entre quan¬ 
tites reelles. Par exemple, l’equation symbolique 

<z + s — 1 — y ^ — 1 

equivaut seule aux deux equations reelles 

a =: 7, 6 — 5 . 

Lorsque, dans l’expression imaginaire 

7. -1- O \J — 1, 

le coefficient 6 de \[-— 1 s’evanouit, le terme 6 y/— 1 est cense reduit a 
zero, et fexpression elle-meme a la quantite reelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises, aussi bien que 
les quantites reelles, aux diverses operations de l’Algebre. Si l’on 
effectue en particulier l’addition, la soustraction ou la multiplication 
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant d’apres 
les regies etablies pour les quantites reelles, on obtiendra pour 
resultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle 
la somme, la difference ou le produit des expressions donnees; et Ton 
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette 
difference ou ce produit. Par exemple, si Ton donne seulement deux 
expressions imaginaires- 

a-t-6\/—i, y + i, 

on trouvera 

(4) (« 4- 6 4- (y -t- 3 — [ ) = « + y4-(64 6) \J— i, 

(5) (a -t-gy/— i) — (y -t- <5v/— i) = a — y + (S — §) sj— i, 

(6) (a 4- 6 v^ —I ) x (y 4-' 6 \J— i) = ay — 65 4- (ad 4- 6y) \J— i. 

11 est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expres¬ 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binomes reels, 
restera le meme, dans quclque ordre qu’on multiplie ses differents 
facteurs. 

Diviser une premiere expression imaginaire par une seconde, c’est 
trouver une troisieme expression imaginaire qui, multipliee par la 
seconde, reproduce la premiere. Le resultat de cette operation est le 
quotient des deux expressions donnees. On se sert pour l’indiquer du 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 

a-l-8^—i 

y + ^- 1 

represente le quotient des deux expressions imaginaires 

a 4- 6^/— i, y + 3y/—i. 

Elever une expression imaginaire a la puissance du degre m (m de- 
signant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs 
egaux a cette expression. On indique la puissance m iime de a 4- £\/— i 
par la notation 

(a + PV^)". 
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Extraire la racine n^ me de l’expression imaginaire a § \/— i, ou, 
en d’autres termes, elever cette expression a la puissance du degre 
in designant un nombre entier quelconque), c’est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance n lime reproduise 
oc 4- S sj —i. Ce probleme admettant plusieurs solutions ( voir le § IV), 
il en resulte que l’expression imaginaire a.-hS\j— 1 a plusieurs 
racines du degre n. Lorsque nous voudrons designer indistinctement 
l’une quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation 

sf=l 

ou la suivante 

((a -+- 6y/— i))". 

Dans le cas particular ou 6 s’evanouit, a +• 6 ^ — i se reduit a une 
quantite reelle a, et parmi les valeurs de l’expression 

V5 = ((«))= 

il peut s’en trouver une ou deux de reelles, comme on le verra ci- 
apres. 

Outre les puissances entieres et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent a considerer ce qu’on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou negatives. On doit faire a ce sujet 
les remarques suivantes. 

Pour elever l’expression imaginaire a + 6 \/— i a la puissance frac- 
tionnaire du degre il faut, en supposant lafraction ^ reduite a sa 
plus simple expression : i° extraire la racine n Lime de l’expression 
donnee; 2° elever cette racine a la puissance entiere du degre m. Le 
probleme pouvant etre resolu de plusieurs manieres ( voir ci-apres le 
§ IV), nous designerons indistinctement l’une quelconque des puis¬ 
sances du degre ^ par la notation 

m 

((a + S 
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Dans le cas particulier oil 6 se reduit a zero, une ou deux de ces puis¬ 
sances peuvent devenir reelles. 

Elevcr l’expression imaginaire a-t-Sy/—i a la puissance negative 
du degre — m, ou — ou — c’est diviser 1’unite par la puissance 

du degre m, ou ou ~ de la meme expression. Le probleme admet- 
tant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu¬ 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degre 

— m par la notation simple 

(a 4-6;/— i)~“, 
tandis que les deux notations 

((« + s v / -0) "» 

m 

(0 + 6 ^))"' 

represented, la premiere, une quelconque des puissances du degre 

— et la seconde une quelconque des puissances du degre — ~ 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguees 1 ’une a 

l’autre, lorsque ces deux expressions ne different entre elles que par 
le signe du coefficient de i. La somme de deux semblables expres¬ 
sions est toujours reelle, ainsi que leur produit. En effet les deux 
expressions imaginaires conjuguees 

a-t-Sy/—i, <x — 6 \f —i 

donnent pour somme 2a et pour produit a 2 4 - S 2 . La derniere partie 
de cette observation conduit a un theoreme relatif aux nombres, et 
dont voici I’enonce : 

Theoreme I. — Si l on multiplie l un par Vautre deux nombres entiers 
dont chacun soil la somme de deux carre's, le produit sera encore une 
somme de deux carres. 

Demonstration. — Soient 

oc 2 4- 6 2 , ct' 2 4- 6' 2 
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les deux nombres entiers dont il s’agit, a 2 , 6 2 , a' 2 , S ' 2 designant des 
carres parfaits. On aura evidemment les deux equations 

(a -4- 6 \J — i.) ( ot! -+- & — i ) = aa' — 66'+ (aS'-h a! 6) — i, 

(«_6 V /=I)(«'--eV=7) = aa'— 66/_(^ + «'6)v^, 

et, en raultipliant celles-ci membre a membre, on obtiendra la sui- 
vante 

(7) (« 2 + § 2 ) (a ,2 + 6'*) = {am'— SS') 2 + («§' + a ' S ) 2 - 

Si Ton echange entre elles dans cette derniere les lettres a' et S', on 
trouvera 

(8) (ct 2 + § 2 ) 0' 2 -+- 6' 2 ) — («€'— a'6) 2 H- (a«'+ 66') 2 - 

II y a done en general deux manieres de decomposer en deux carres 
le produit. de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 
carres. Ainsi, par exemple, on tire des equations (7) et (8) 

(2 2 +i)(3 2 -b 3 2 ) = 4 2 -f- 7 2 m 2 H-8 2 . 

On voit par ces considerations que 1 ’emploi des expressions imagi- 
naires peut etre d’une grande utilite, non seulement dans l’Algebre 
ordinaire, mais encore dans la Theorie des nombres. 

Quelquefois on represente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de l’Analyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 

§ II. — Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions reduites. 

Une propriete remarquable de toute expression imaginaire 

<x + S \/— 1 , 

c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(cos 8 + \J— 1 sin 9 ), 
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p designant une quantite positive et 0 un arc reel. En effet, si Ton 
pose 1’equation symbolique 

(i) oc -t- 6 \J — i = p(cos0 -l- \J — i sin#) 

ou, ce qui revient au meme, les deux equations reelles 

a = p cos 0, 

6 = p sine?, 

on en tirera 

a 2 -+- 6 s — p 2 (cos 2 0 ~h sin 2 0) = p 2 , 

(3) p = v/« 2 +6 2 ; 

et, apres avoir ainsi determine la valeur du nombre p, il ne restera, 
pour verifier completement les equations (2), qu’a trouver un arc 0 
dont le cosinus et le.sinus soient respectivement 

a 

v/oMTS 2 ’ 

g 

g 2 


1 COS@ — 

(4) ; 

/ sin0 = 



Ce dernier probleme est toujours soluble, attendu que chacune des 

a 6 

quantites . ? .. a une valeur numerique inferieure a l’u- 

nite, et que la somme de leurs carres est egale a 1. De plus, il admet 
une infinite de solutions differentes, puisque, apres avoir calcule une 
valeur convenable de l’arc 0, on pourra, sans changer ni le sinus ni le 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre quelconque de 
circonferences. 

Lorsque l’expression imaginaire a + 6 \J — 1 se trouve ramenee a la 
forme 


p(cos0-4- \J— I sin0), 


la quantite positive p est ce qu’on appelle le module de cette expres¬ 
sion imaginaire; eteequi reste apres la suppression du module, e’est- 
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a-dire le facteur 


cos 0 + \J— i sinS, 


est ce que nous nommerons Vexpression reduite. Comme des quantiles 
a et 6 supposees connues on ne deduitpour le module p qu’unevaleur 
unique determinee par l’equation ( 3 ), il en resulte que le module 
reste le meme pour deux expressions imaginaires egales. On peut 
done enoncer le theoreme suivant: 


Theoreme I. — L’egalite de deux expressions imaginaires entraine tou- 
jours I’egalite des modules et, par consequent, celle des expressions re- 
duites. 


Si Ton compare entre elles deux expressions imaginaires conju- 
guees, on trouvera encore que leurs modules sont egaux. Le carre du 
module commun a ces deux expressions ne sera autre chose que leur 
produit. 

Lorsque dans l’expression imaginaire a + Zj—i le second terme 6 
s’evanouit, cette expression se reduit a une quantite reelle a. Dans la 
meme hypothese, on tire des equations ( 3 ) et ( 4 ) : i° quand a est 
positif, 


et, par suite, 


cos5 = i, sin0 = o 
9 =rh 2 k 7r, 


k designant un nombre entier quelconque; 2° quand a est negatif, 


et, par suite. 


p 

cos0 ——i, sin@=:o 


{ik -\- I) 7 T. 


Ainsi le module d’une quantite reelle a n’est autre chose que sa valeur 
numerique \jod , et l’expression reduite qui correspond a une sem- 
blable quantite est toujours +i ou — i, savoir 


-+-1 — cos(± 2 kit) H- \f —• i sin(rt a Attt), 
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lorsqu’il s’agit d’une quantite positive, et 

— 1 — cos(± ik -+- I7i) 4- \j— I sin(± nk -t- i it), 

lorsqu’il s’agit d’une quantite negative. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour module se reduit elle- 
meme a zero, puisque ses deux termes s’evanouissent. Reciproque- 
ment, corame le cosinus et le sinus d’un arc ne deviennent jamais 
nuls en meme temps, il en resulte qu’une expression imaginaire ne 
peut se reduire a zero qu’autant que son module s’evanouit. 

Toute expression imaginaire qui a l’unite pour module est neces- 
sairement une expression reduite. Ainsi, par exemple, 

cos a -+- sj—■ r sin a, cos a-- \J —i sin a, 

— cosa — \j— r sina, — cos a + \i— i sin a 

sont quatre expressions reduites conjuguees deux a deux. Effective- 
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule 

cos0 -t-i sin0, 

il suffira de poser successivement 

Q — ± a k-K -t- a, B — ±ikn — a, 

9 — ± (2 k -t- i) 7T +- a, 6 — ± (2 k-\- 1)71 — a, 

k designant un nombre entier quelconque. 

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant etre sim¬ 
plifies par la consideration des expressions reduites, il importe de 
faire connaitre les principales proprietes de ces dernieres. Ces pro- 
prietes sont comprises dans les theoremes que je vais enoncer. 

Theoreme II. — Pour multiplier I’une par Vautre deux expressions 
reduites 

cos 9 4 ~ \J i sin 0) cos 6' 4 - \J— \ sin0', 
il suffit d’ajouter les arcs 9 et 6' qui leur correspondent. 
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Demonstration. — On a, en effet, 

(cos9 -+- \/— i sin9) (cos9' + v / — 1 sin 9') 

= cos (9 + O') -+- \J— i sin (9 + O'). 

Corollaire. — Si dans la formule precedente on fait 0 = — 8, on 
trouvera, comme on devait s’y attendre, 

(6) (cos 0 -h \J — i sin 9) (cos 9 — \J— i sin 9) = i. 

Theorem!' III. — Pour multiplier les unes par les autres plusieurs 
expressions reduites 

cos9 + \J— i sin9, cos9'-t- \J— i sin9', cos9"-+- \/— i sin9", ..., 

il suffit d’ajouter les arcs 8, 8', 8", ... qui leur correspondent. 

Demonstration. — En effet, on aura successivement 

(cos9 -t- J— i sin9) (cos 0' + \J— i sin9') 

—- cos(9 -+- 9') -+- \/— i sin(9 -+- 9'), 

(cos9 -+- — r sin9) (cos9' + \J — j sin9') (cos9"-t- \J— i sin 9") 

= [cos(9 + 9' 4 - \J— i sin(9 + 9')] (cos9" + y / — i sin9") 

= cos {0 + 0' + 9") + v^T sin(9 + 9'+ 9"), 


et, en continuant de meme, on trouvera generalement, quel que soit 
le nombre des arcs 8, 8', 8". 

(cos9 + \J— i sin9) (cos9' -+- \f— 1 sin9') (cos 0" + \/— 1 sin 9")- • • 

= cos(9 + O' + 0''+. \J— 1 sin(9 -t- 9'+ 9"+...). 

Corollaire. — Si 1 ’on developpe par la multiplication immediate le 
premier membre de l’equation (7), le developpement se composera de 
deux parties, 1 ’une toute reelle, 1 ’autre ayant pour facteur \j — 1. Cela 
pose, la partie reelle fournira la valeur de 

cos(9 -+- 9'+ 9 # -t-...), 
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et le coefficient de \ — 1 flans la seconde partie la valeur de 

sin (8 + O' + 9"+...). 

Supposons, par excmple, que Ton considere seulement trois arcs G, 
O', 0". L’equation ( 7 ) deviendra 

(cos8 + y — 1 sinS) (cos8'+ y/ — 1 sins') (cosS"+ y/— 1 sinS") 

= cos (8 + S' -f- S") -t- y/ — 1 sin(S -+- S' 4 - S"), 

et, apres avoir developpe le premier menibre de cette derniere par la 
multiplication algebrique, on en conclura 

cos(0 + S'+ S")cos0 cos S' cosS"— cosS sin S' sin S" 

— sin 0 cosS' sin S" — sin 8 sin S' cosS", 

sin (S -+- S'+ S") = sin S cosS' cos 8" + cosS sin S' cosS" 

4- cosS cosS' sin 0 "h- sin 8 sin0' sin 8 ". 


T nr ore me IV. — Pour diviser l’expression reduite 

cos 8 + — 1 sin 8 

^ar /a suivanle 

cos 8' + y/— 1 sin S', 

// «u^z/ de retrancher l’arc 0', c/zzz correspond a la seconde, c/e l’arc G cor- 
respondant a la premiere. 

Demonstration. — Soit cc le quotient cherche, en sorte qu’on ait 

cosS + y/— 1 sinS 

x — -- - - 

cos S'-t- \j — 1 sin S' 

Ce quotient devra etre une nouvelle expression imaginaire tellement 
choisie, que, en la multipliant par cos6'+ y/— 1 sinG', on reproduce 
cosG -+- y/ — 1 sinG. En d’autres termes, x devra satisfaire a l’equation 

(cos8'+ y/— 1 sinS')# = cosS + y/^7 sinS. 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, il sulfira de multiplier les 
deux membres par 


cosS' — y/— j sinS'. 
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On reduira de cette maniere le coefficient de x h l’unite (voir le theo- 
reme II, corollaire I), et Ton trouvera 

x = (cos8 -a- — i sin(?) (cos0'— y 1 — i sin O') 

; ~ (cos0 a- \/— i sin d) [cos(— 8') a- \/— i sin (— Q')\ 

=icos(8 — 9') -H\/ — 1 sin(0 — ^')- 

On aura done en definitive 


( 8 ) 


cos 8 a- \/— i sin 8 


cos (9 — 8') \J — i sin (8 — 8'). 


cos S'a- \J — i sin 8' 

Corollaire. — Si dans l’equation (8) on fait G = o, elle donnera 


(9) 


i 

cos 6' a- \f—~i sin 6' 


= cos 8' — \J— i sin0'. 


Theorems V. — Pour elever 1 ’expression imaginaire 

cos 8 a- \J — i sin 8 


a la puissance du degre m (rn designant un nombre entier quelconque '), 
il suffit de multiplier dans cette expression Varc G par le nombre m. 

Demonstration. — En effet, le§ arcs G, G', Q", ... ponvant etre quel- 
conques dans la formule (7), si on les suppose tous egaux a l’arc G et 
en nombre m, on trouvera 

( 10 ) (cos 8 a- V— 1 sin8)"'=r cos m8 a- \/— 1 sinw8. 

Corollaire. — Si dans l’equation (10) on fait successivement G = z, 
G = — s, on obtiendra les deux suivantes : 


(cos£ a- q 1 — 1 sins)"^ cos mz a- \j — 1 sin mz, 

(coss — \j — 1 sin 5)'" = cos/ns — \J — 1 sin/?ia. 

Le premier membre de chacune de ces dernieres, etant toujours un 
produit de m facteurs egaux, pourra etre developpe par la multiplica¬ 
tion immediate de ces facteurs ou, ce qui revient au meme, par la 
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formule de Newton. Si, apres avoir effectue le developpement dont il 
s’agit, on egale de part et d’autre dans chaque equation : i° les parties 
reelles; 2" les coefficients de \]— 1, on en conclura 


COS 1YI. 


m(m — 1 ) 

; = COS'® if---COS 


m — % z sin 2 ^ 


(12) 


m (m — 1 ) (m — 2 ) (m — 3) 

i.2.3.4 


cos 


m ~ K z sin 4 s 


sin in: 


m 

— — cos 

I 


m—i > 


sin i 


m (m — 1) (m — 2) 
1 . 2.3 


cos" 


; sin 3 


On trouvera, par exemple, en supposant m = 2, 

cos 2 z — cos 2 ,s — sin 2 s, 
sin iz — o. sins coss; 

en supposant m — 3 , 

cos3s = cos 3 z — 3 cosu sin 2 .s, 
sin 3- = 3 cos 2 .c sin; — sin 8 ;, 


Theoreme VI. — Pour elever Vexpression imaginaire 

cos 6 4- v/— 1 sin@ 

a la puissance du degre — m (m designant un nombre entier quel- 
conque ), d suffit de multiplier dans cette expression I’arc 0 par le 
degre — rn. 

Demonstration. — En effet, d’apres la definition que nous avons 
donnee des puissances negatives (voir le § I), on aura 

( cosS + \/— 1 sin - - 1 — -— =-1 - - 

(cos0 -+- v— i sin@)"‘ cos rnd -+- ^ — 1 siiwnS 

Par suite, en ayant egard a la formule (9), on trouvera 
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ou, ce qui revient au meme, 

04) (cos0 + \j'— i sinS)“'"n= cos(— md) + \/— i sin(— md). 

Apres avoir etabli, comme nous venons de le faire, les principales 
proprietes des expressions reduites, il devient facile de multiplier ou 
de diviser l’une par 1’autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d’elever une 
expression imaginaire quelconque a la puissance du degre to ou — to 
(to designant un nombre entier). On peut, en effet, executer simple- 
ment ces diverses operations a l’aide des theoremes suivants : 

Theor^me VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 
reduites qui leur correspondent par le. produit des modules. 

Demonstration. — Le theoreme enonce se deduit immediatement 
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs reels ou imagi¬ 
naires reste le meme dans quelque ordre qu’on les multiple. Soient 
effectivement 

p(cos0 + v/— i sin0), p'(cos0'+v^—i sin0'), p"(cos0"-t- \J — 1 sin0"), 

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", ... designent les 
modules. Lorsqu’on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont chacune est le produit d’un module par une expression reduite, 
on pourra, en vertu du. principe qu’on vient de rappeler, former, 
d’une part, le produit de tous les modules, de 1’autre, celui de toutes 
les expressions reduites, puis multiplier ces deux derniers produits 
l’un par l’autre. On trouvera de cette maniere pour resultat definitif 

(i5) pp'p"... [cos(0H-0'-l-0"+. ..) - 1 - \f— \ sin (0 h- 0'h- 6"+. ..)]. 

Corollaire I. — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules de toutes les autres. 

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’evanouit 
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jamais qu’avec son module, et que, pour faire evanouir le produit de 
plusieurs modules, il faut necessaireme.nt supposer l’un d’eux reduit 
a zero, il est clair qu’on peut tircr du theoreme VII la conclusion sui- 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ne peut 
s’evanouir quaulant que l’ une d’elles se reduit a zero. 

Tiieoreme VIII. — Pour obtenir le quotient de deux expressions imagi¬ 
naires , il suffit de multiplier le quotient des expressions reduites qui leur 
correspondent par le quotient des modules. 

Demonstration. — Supposons qu’il s’agisse de diviser l’expression 
imaginaire 

p(cos0 + \J— i sin0), 

dont le module est p, par la suivante 

p'(cos0' + \J— i sin0'), 

dont le module est p'. Si Ton designe par x le quotient demande, 
x devra etre une nouvelle expression imaginaire propre a verifier 
l’equation 

p'(cos0'-t- \l— i sin 6')a- = p(cos0 + \J — i sin 9). 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, on multipliera les deux 
membres par le produit des deux facteurs 


cos 9' — \J — i sin 9 1 . 

P 

et I’on trouvera de cette maniere, en ecrivant ^ au lieu de p 

x ~ p[cos(0 — 0')-i-v/—^sin(0 — 0')]. 


On aura done en derniere analyse 
p( cos0 + v/—1 sin 0) _ p 


(i6) 


p'(cos0'+v / —i sin6') p 


7 [cos(0 — 0') + \J— i sin(0 — 0')]; 
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et, puisque, en vertu du theoreme IV, 

cos(0 — 6') ■+■ ^ — i sin (9 — 6') 

est precisement le quotient des deux expressions reduites 
cos0 +sinS, cosS'-t-^—i sin S', 

il est clair que, apres avoir etabli la formule ( 16 ), nous devons consi- 
derer le theoreme VIII comme demontre. 

i 

Corollaire. — Si dans l’equation ( 16 ) on fait G = o, elle donnera 


( l 7) 


--_ — -i(cos0'- 

p'(cos6'+ v/— 1 sinS') P 


— i sint 


Theoreme IX. — Pour oblenir la m leme puissance d’une expression ima- 
ginaire (to designanl un nombre entier quelconque ), il suffit de multi¬ 
plier la m ie " ie puissance de lexpression t'eduite correspondante par la 
m ieme p Ulssance da module. 

Demonstration. — En effet, si dans le theoreme VII on suppose les 
expressions imaginaires 

p (cosS -t- \/— i sin 8 ), 
p' ( cos S' -+- — i sin S'), 

p"(cos 5 "+ \/— i sinS"), 


toutes egales entre elles et en nombre to, leur produit sera equivalent 
a la puissance TO i * me de la premiere, c’est-a-dire a 

[p(cos 0 + \J — i sin@)]"'; 

et, comme dans cette hypothese l’expression (i5) deviendra 

p' n (eos m6 -+- \J — i sin m9 ), 

on aura definitivement 

( 18 ) [p(cosS + —x sinS)] m zz: p m (cosTO 0 \J— i sin to 0 ). 

OEuvres de C. — S- II, t. III. 
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L’expression reduite 


cos mfj \J — i sin m 9 


etant egale (en vertu du theoreme V) a 

(cosQ -+- \J— i sin (?)'”, 


il en resulte que, apres avoir etabli la formule ( 18 ), on doit considerer 
le theoreme IX comme demontre. 


Theoreme X. — Pour elever une expression imaginaire a la puissance 
du degre — m (m designant un nombre entier), il sufjdt de former les 
puissances semblables du module et de l’expression reduite, puis de mul¬ 
tiplier ces deux dernieres l’une par l’autre. 

Demonstration. — Supposons qu’il s’agisse d’elever a la puissance 
du degre — m l’expression imaginaire 

p(cos9-t-y /—1 sin0), 


dont le module est p. On aura, en vertu de la definition des puissances 
negatives, 


[p(cos0 -t- \/— i sin0)] 


fp(cos9 -t-y/— 1 sin#)]" 


p"“(cos/rcS-+- \J — i sin md) 


Par suite, en ayant egard a la formule ( 17 ), on trouvera 


[ P (cos 9 -+- y/— 1 sin#)] — — (cosm9 — y/— 1 sinni#) 
ou, ce qui revient au meme, 

(*9) [p(cos #-+-\/—1 sin#)] m = p~ m (cosm9 — y /—1 sin/nS). 

Cette derniere formule reunie a l’equation (i3) fournit la demonstra¬ 
tion complete du theoreme X. 
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§ 111. — Sur les racines reelles ou imaginaires des deux quantiles -b- 1 , 
— t , et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que l’on designe par m et n deux nombres entiers pre¬ 
miers entre eux. Si l’on fait usage des notations adoptees dans le § I, 
les racines « iemes de l’unite, ou, ce qui revient au meme, ses puis¬ 
sances du degre - seront les diverses valeurs de l’expression 

^T=((i))«; 

et, de meme, Ids puissances fractio.nnaires de l’unite, positives ou ne¬ 
gatives, du degre ~ ou seront les diverses valeurs de 

m m 

((I))' r ou ((0) 

On en conclura que, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
sufFit de resoudre, l’un apres l’autre, les trois problemes suivants. 

Probleme I. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
V expression 

((OP- 

Solution. — Soit x l’une de ces valeurs; et, afin de la presenter sous 
la forme generate qui comprend a la fois toutes les quantites reelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 

x — /-(cos; H- v/~ i sin;), 

r designant une quantite positive, et t un arc reel. On aura, d’apres la 
definition meme de l’expression ((i)) n , 

(i) X n =l 

ou, ce qui revient au meme, 


/■ ra (cos//;-i- \/— i sin/?;) = 
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On tirera de cette derniere equation (a l’aide du theoreme I, § II) 

r n — i, 

cos at + \J — i sin nt — i, 

et, par suite, 

r~ i, 

cos /if — i, sin«i=;o, nt — ±2kit, 



k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs propres a verifier l’equation (i) 
seront evidemment comprises dans la formule 


( 2 ) 


2^71 . r - • 2 A:7r 

x — cos- ± \J— i sm- 

n a 


En d’autres termes, les diverses valeurs de ((i)) n seront donnees par 
l’equation 


( 3 ) 


((l))"=z COS 


2 kn 


\/~ i sin 


2 k TT 


Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproche du rapport 

k 

La difference entre les deux nombres h, - sera tout au plus egale a 
en sorte qu’on aura 


n n 


k 

n 

1 

2 


— designant une fraction egale ou inferieure a et, par suite, k' un 

nombre entier inferieur ou tout au plus egal a On en conclura 

2 kiz ik'v: 

-=r ihv: ± -) 

n /t 


■2ku , 

cos- ± \f- 

a 


— . ikiz 2 A 71 , , - . 2 k Tt 

i sm-- = cos-± i/— t sin- 

n n y n 


Par consequent, toutes les valeurs de ((i))" seront comprises dans la 
formule 

2 k'TZ , - . 2 k'TZ 

cos-it o'— i sin-3 

n ’ n 
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si Tony suppose k! renferme entre les limites o, oa, ce qui revient 
au meme, dans la formule (3), si Ton y suppose k renferme entre les 
memes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, sont res- 
pectivement 

n — 2 n 


Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

deux valeurs imaginaires conjuguees de l’expression ((i))", c’est- 
a-dire deux racines imaginaires de 1’unite conjuguees et du degre n. 
Seulemen.t, on trouve, pour k — o, une racine reelle +i, et, pour 
k= une autre racine reelle — j. En resume, lorsque n est pair, 
l’expression 

(('))" 

admet deux valeurs reelles, savoir 


t, —i, 


avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


i 7t r 

COS-1-0- 

n 

4 7T 


//x / C0S 

(4) ( 


COS 


. 2 TT 

2 7T 

/- 

. 2n 

sin — 5 

cos- 

— v— r 

sin -— ? 

n 

n 


n 

. 4 n 

4 7T 

— 

. 4 TT 

sin —) 

COS^—- 

— v/— I 

sin —? 

a 

n 


n 

/ - (n — 2 )tc 

(n- 

— 2) 7T 


v/— i sin --j 

cos — 


\J — 1 sin 


(n — 2)7T 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, n = 2 . On trouvera qu’il existe deux va¬ 
leurs de l’expression 

(0)A 
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ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres a verifier l’e- 
quation 

x° = i, 

et que ces valeurs, toutes deux reelles, sont respectivement 

-Hi, — 1 • 

Supposons encore n — 4- On trouvera qu'il existe quatre valeurs de 
1 ’ expression 

((0)S 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
^equation 

X 1 = 1. 


Parmi ces quatre valeurs, deux sont reelles, savoir 


-hi, —i. 


Les deux autres sont imaginaires et respectivement egales, la pre¬ 
miere a 

TT /- . Tt /- 

cos —(- v — i sin - ~ -h v/— i, 

2 2 V 

la seconde a 


cos - — v/ — t sin — = — \J — i. 
2 2 v 


Corollaire II. — Lorsque est impair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, ”, sont res¬ 
pectivement 

n —■ i 

O, I, 2, ..., —--•• 


Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

1 

deux valeurs imaginaires conjugiiees de l’expression ((i))", c’est- 
a-dire deux racines imaginaires conjuguees et du degre n. Seulement, 
on trouve, pour k — o, une racine unique et reelle, savoir -i-i. En 
resume, lorsque n est impair, Texpression 

((I))" 
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admet, avec la seule valeur reelle 


~r I, 


n — i valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


(5) 


2 71 ,- . 2 It 

cos-hv-i sin —, 

« n 

4 « /—■ . 4 

cos -hi/— i sin —) 

7* n 


2 Tt 


Z TC /- . : 

cos-v — i sin —j 

n n 


cos- 


l\ TT 


— i sin —j 
n 


(n — l) TT /- . (/2 — 1) 7T 

cos ---- 1 - V— I sin --— , 

J1 T n 


(n — i) 7i / - . (n — r)7T 

cos -- sj— i sin-— • 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, n = 3. On trouvera qu’il existe trois va¬ 
leurs de 1’expression 

(( 0 )i 


ou, ce qui revient au meme, trois valeurs de x propres a verifier 1’e- 
quation 

X 3 = I, 


et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 


cos 


27: 


- . 27 : 

V — i sin-j-, 


27 : ,- . 2 71 

cos —- \j— i sin -g- • 


De plus, le cote de I’hexagone etant, comme on sait, egal au rayon, et 
le supplement de 1’arc sous-tendu par ce cote ayant pour mesure 
on obtiendra facilement les equations 

27: i .2 7: 3 2 

COS-^-=-, sin -=r = H-) 

3 2 3 2 

r 1 

en vertu desquelles les valeurs imaginaires de l’expression ((x)) 3 se 
reduisent a 
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Corollaire III. — n designant un nombre entier quelconque, Je 

nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de l’expre'ssion 

1 

((i))'‘, ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de x pro- 
pres a verifier l’equation x n = i restera toujours egal a n. 

Probleme II. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
V expression 

m 

((Or- 

Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((i)) n , 

m r 2 1 m 

((*))" = L((,)n ; 

puis, en remettant pour ((i))' 1 sa valeur generale tiree de l’equa- 
tion (3), on trouvera 

((!))-= I^cos— ±v'-,sin— J 

et, par suite, 

^ m.2kn ,- . m.ik-K 

(6) ((i))' t = cos—-—-dry—i sin—~—• 

m 

Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((i)) n , 
il ne reste qu’a donner suceessivement a k toutes les valeurs entieres 
comprises entre o et ^• Soient k', k" deux de ces .valeurs supposees 
inegales. Je dis que les cosinus 

m.ik'iz m.2k”r. 

cos-, cos —- 

n n 


seront necessairement differents l’un de l’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas oil les arcs qui leur cor¬ 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 


m. 2 k' n 
n 


— ± 2 hr. ±: 


m. 2 k" n 
n 
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h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 

_ m{± k'±k") 
n 

II faudrait done, puisque m est premier a n,que dz Jc ± If fut divisible 
par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les nombres k', h" 
etant inegaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser \n , leur somme 
ou leur difference est necessairement inferieure a n. Ainsi, deux va- 
leurs differentes de k comprises entre les li mites o et \n fournissent 
deux valeurs differentes de 

m.ikv: 

cos- 

n 


On conclut aisement de cette remarque, que les valeurs reelles ou 

m 

imaginaires de l’expression ((i)) n donnees par l’equation (6) sont en 

meme nombre que les valeurs reelles ou imaginaires de ((i))" deter- 
minees par l’equation (3). De plus, comme on a evidemment 


cos - 


in. 2 kn 


dz \/— i sin ~~~^J — cos(»t .2 Air) dz.y/— i sin (to .2 An) =; i 


il en resulte que toute valeur de ((i)) n est une expression reelle ou 
imaginaire dont la puissance n equivaut a l’unite, par consequent une 

valeur de ((i)) n . Ces observations conduisent a la formule 

m 1 

(7) ((■)) 5r =((x))", 

dans laquelle le signe = indique seulement que l’une des valeurs du 
premier membre est toujours egale a Tune des valeurs du second. 

Probleme III. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
1'expression 

m 

((Of". 

Solution. — On aura, d’apres la definition des puissances negatives. 
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puis, en remettant pour ((i))“ sa valeur generate tiree de l’equa- 
tion ( 6 ), et avant egard a la formule ( 9 ) du paragraphe precedent, 


( 8 ) 


— - m.'ikv: /- - m.nkit 

((')) n = cos—-— if y — > sni—-- 


II suit de cette derniere equation que les diverses yaleurs de (( 1 )) " 


m 

sont les raemes que celles de (( 1 ))", et par consequent egales a celles 
1 

de ((i))“. On a done 


m 1 

( 9 ) (( 0 )~" = (( 0 )". 

le signe = devant etre interprets comme dans Tequation ( 7 ). 
Corollaire. — Si Ton fait m = 1 , la formule ( 9 ) donnera 


(. 0 ) (( 0 ) "=((*))=- 

Supposons maintenant que 1’on cherche les racines et puissances 
fractionnaires, non plus de l’unite, mais de la quantite — 1 . Les ra¬ 
cines «‘® mes de cette quantite, ou, ce qui revient au meme, ses puis¬ 
sances du degre seront les diverses valeurs de Texpression 

= ((— 0 )“; 

et de meme, les puissances fractionnaires de — 1 , positives ou nega¬ 
tives, du degre — ou — — > seront les diverses valeurs de 

0 n n 


((—1))" 011 ((—1)) ». 

En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
sulfira de resoudre l’un apres l’autre les trois nouveaux problemes 
que je vais enoncer. 

PROBLtME IV. —- Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
l expression 

1 

((-or- 
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Solution. — Soil 

x — r(cosi + \j — i sini) 

l’une de ces valeurs, r designant une quantile positive, eU un arc reel. 

1 

On aura, d’apres la definition meme de l’expression ((— i))“, 

( n) X n =r — i 

ou, ce qui revient au meme, 

r n (cosnt -+- ^— i sinni) =— i. 

On tirera de cette derniere equation (a l’aide du theoreme 1 , § II), 

r n — j , 

cosni h- \J — i sin/U = — i, 

et, par suite, 

r — i, 

cos nt — —i, sin nt — o, nt ~ ± (2 k + x) 7 r, 

t — ± ( a * + Q^ / 

n 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de x propres a verifier l’equa- 
tion (11) se trouveront evidemment comprises dans la formule 

. ( 2 /tH-l) 7 i , /- . (2 A l) 7 I 

(12) x — cos-±v — i sin - —■ 

' n n 


En d’autres termes, les diverses valeurs de ((— i)) n seront donnees 
par l’equation 


(i3) 


((- 


1 

0 Y- 


cos 


( 2 k + i)tt 


V- 


1 sin 


(2 A +1)7: 


Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproche du rapport 
2 * +1 • La difference entre les deux nombres h, - 2 ^ +1 sera evidem- 

2 n n 


ment une fraction de numerateur impair, inferieure ou tout au plus 
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egale a 1; en sorte qu’on aura 

2 k —1— i 
2 n 


2 k' -h i 

- 3 

2 n 


ik!-\-\ designant uu nombre impair egal ou inferieur a n. On en con- 
clura 


cos 


( 2 A I ) 7T , , ( 2 A' H- I) 7T 

- — 2 flTl — -J 

n n 

( 2 A4 i) 7T . ,- . (2A+l)7T (2A'+!)l 

-- — — COS--" 


± \l — i sin 


:\J — i sin 


(2 A'-f- J ) 7T 


Par consequent toutes les valeurs de ((— i)) B seront comprises dans 
la formule 


cos 


(2 A' -+- 1 ) n 


zty'-i 


sin 


( 2 A' 4- f ) TT 


si Ton y suppose sk'-h r renferme entre les limites o, n, ou, ce qui 
revient au meme, dans la formule (i 3 ), si l’on y suppose zk 4-1 ren¬ 
ferme entre les memes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que ik + i 
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sont respectivement 

i, 3, 5, . . n — l. 

Pour chacune de ces valeurs de 2^-t-i, la formule (i 3 ) fournit tou- 

L 

jours deux valeurs imaginaires conjuguees de l’expression ((—i))". 
Par suite, cette expression, dans le cas que nous considerons ici, 
n’admet point de valeurs reelles, mais seulement. n valeurs imagi¬ 
naires conjuguees deux a deux, savoir : 


n ,— . 7i 

cos — -+- U —i sin —, 
11 11 


04) ' 


3 71 /- . 3 71 

cos- 1 - \j— r sin —, 


( n — i) 7i /- . ( n — 1) 7T 

cos ----h \/— I sin --—A_, 


7T 

I - . 7T 

COS - — 

V/ — i sin - , 

n 

v n 

37T 

/ - . 3 71 

cos -\ 

J— i sin — 

11 

v n 


cos 


(n — i) 7T 


/- • ( n — i) TT 

V —I Sin-:- ■ 


a 


n 


n 
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Supposons, par exemple, n= 2. On trouvera qu’il existe deux 
valeurs de I’expression ((— i)) 2 , ou, ce qui revient au meme, deux 
valeurs de x propres a verifier l’equation 

x ' 1 — -— I , 

et que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sont respectivement 


7T ,- . 1Z /- 

cos —h v — ism-= + v- 1 , 

rk “ ' 


7t 1 -- . 7f /- 

cos-v/ — 1 sin - = — v — i 

2 v 2 


Supposons encore n = 4. On verra qu’il existe quatre valeurs de 
\ 

l’expression ((— i))\ ou, en d’autrcs termes, quatre valeurs de x pro¬ 
pres a verifier l’equation 

x'' — — i; 

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 


n . /— • ir 

cos y ± v — i sin 7 , 
4 4 


cos 


3 7V 


±v / - 


1 sin 


3 7T 


ou, ce qui revient au meme, dans la seule formule 





sin 


7 T 

4 ' 


Comme on a d’ailleurs 

n . n 

cos 7 = sin T 
4 4 

on trouvera definitivement 



((-,)) l = ± 


1 


1 



I 

"T 



v/^T. 


Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que 
<ik 4-1 peut recevoir sans sortir des limites o et n sont respective¬ 
ment 

1 , 3, 5, .. ., n — 2 , n. 
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Pour chacune de ces valeurs de 2k 4-1, la formule (i 3 ) fournit en ge- 

neral deux valeurs imaginaires conjuguees de [’expression ((— 1))", 

c’est-a-dire deux racines imaginaires de — 1 conjuguees et du degre n. 

Seulement on trouve, pour “ik -1-1 = n, une racine unique et reelle, 

1 

savoir — 1. En resume, Iorsque n est impair, 1 ’expression (( — 1))“ 
admet, avec la seule valeur reelle 


— 1, 


n — 1 'valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


05 ) 


7T 

— 

. 7t 

7T 

/— • 71 

COS - 

+ V— 1 

sin - > 

cos- 

— V — 1 sin - , 

n 


n 

11 

n 

37r 

_ 

. 37T 

3t r 

/- . 37; 

cos — 

+ V / ~ 1 

sin — > 

cos —- 

— v— 1 sin — 

11 


n 

a 

n 


(n — 2)71 ,- . (« — 2)7: 

cos -—-t-i/— 1 sin--—, 


(11 — 1)7: 1 — . (/i —- 2) 7 T 

cos -— -V' -1 s,n '- 


Le nombre total de ces valeurs reelies ou imaginaires est egal a n. 
Supposons, par exemple, n = 3 . On trouvera qu’il existe trois va- 

J 

leurs de l’expression ((— i)) 3 , ou, ce qui revient au meme, trois 
valeurs de x propres a verifier l’equation 

x % — — I, 

et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 


n /— ,7i 1 3 2 ,- 

cos 5 + v— 1 sin = - h- J— 1, 

o 5 2 2 v 


n 1 — 

cos-g — V — 


. 7T I 5 2 , 

Sm 3 = i“T' / -'- 


Corollaire III. •— n designant un nombre entier quelconque, le 
nombre des valeurs, soit reelies, soit imaginaires, de l’expression 

x 

((- 0)"’ ou ’ ce revient au meme, le nombre des valeurs de x 
propres a verifier l’equation a? = - 1, restera toujours egal a n. 
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Pkobleme Y. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires da 
l’ expression 

m 

((-or- 

Solution. — Les nombresm et n etant supposes premiers entre eux, 

in 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((— i))", 

m r 1 “J in 

((-■))" = L«- O)"J ; 


puis, en remettant pour ((— i))" sa valeur generale tiree de l’equa- 
lion (i 3 ), on trouvera 


(16) 


m 

((-!))" = cos 


m( 2 /f 4- I ) 7t 
n 


. m (2 k —l— 1) 7 T 

d— 1 sin —i- 

n 


Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((— i)) n , 
il ne reste qu’a donner successivement a %k + 1 toutes les valeurs 
entieres et impaires comprises entre o et n. Soient 2 k' t, 2^"+ 1 
deux de ces valeurs supposees inegales. Je dis que les cosinus 


cos 


m (2 k' ■+■ 1) n 

-j 

n 


COS 


m (2 k" -+- 1) re 
n 


seront necessairement differents Pun de l’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas ou les arcs qui leur cor¬ 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 

m (2 k 1 -4-1) it , , , m (2 k" -t- 1) 7 i 

--- = ± 2 «TT ±---; 

II II 


h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 


h — 



± (2A:' —f— 1) ± (2P+1) 
2 
n 


J. 


II faudrait done, puisque m est premier a n, que le nombre entier 

dz (2 k' -H 1) zb (2 k ,f h- i ) 


2 
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fut divisible par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les 
nombres ik'+i, 2 ^"- i-i etant inegaux, et chacun d’eux ne pouvant 
surpasser n, leur demi-somme, et, a plus forte raison, leur demi-diffe- 
rence, est necessairement inferieure a n. Ainsi deux valeurs differentes 
de ik -f- i comprises entre les limites o et n fournissent deux valeurs 
differentes de 

m ( 2 k 4 - i ) 7r 

COS —-- 

li 

On conclut aisement de cette remarque que les valeurs reelles ou ima- 

m 

ginaires de l’expression ((— i))" donnees par l’equation (i6) sontau 

1 1 

nombre de n, comme celles de ((i))' 1 et de ((— i))' ! . De plus, comme 
on a evidemment 


m (2 k + i )7t . /- 

cos—-- — ± v/- 

it Y 


i sin 


m(ik -f- i)tt' 


= cos m (2 k i)7r ± y/— i sin m (i k + i) n = (— i)"' = ±: i, 


il en resulte que toute valeur de ((— i))' ! est une expression reelle ou 
imaginaire dont la puissance n ieme equivaut a ±i, par consequent, 

1 1 

une valeur de ((i)) n ou de ((— i))' 1 . Cette remarque conduit a l’equa- 
lion 

m 1 

(* 7 ) ((-•))*=((,))", 

toutes les fois que (-- i)' n = i, c’est-a-dire toutes les fois que m est un 
nombre pair, et a la suivante 

irt_ 1 

( 18 ) ((—I))* =((—!))“, 

lorsque (— i) m = — i, c’est-a-dire lorsque m est un nombre impair. 
Ajoutons que Ton peut comprendre les equations (17) et (18) dans 
une seule formule, en ecrivant 

m \ 

((-!))* = (( (-!)«))«. 


(■9) 
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Problkme YE — Trouver les dwerses valeurs reelles ou imaginaires de 
V expression 

in 

<(—))“». 

Solution. — On aura, d’apr'es la definition des puissances nega¬ 
tives, 

m 

<(— 0) - "= —-— 

((—*))" 

m 

puis, en remettant pour ((—. i))" sa valeur generale tiree de Inequa¬ 
tion (16), et avant egard a la formule (9) du paragraphs precedent, 


(20) 


((—i)) " = 008 


m < 2 /c 1 'b 


sin 


m ( it -+- i)tt 


II suit de cette derniere equation que les di verses valeurs de ((— 1)) ,l 

m 

sont les memes que celles de ((1))"; on aura en consequence 


(21) 

((- 

0 ) 

" = (( 0 )" 

et 



m 

(22) 

((- 

or 

” =((-•)> 


A la place des deux formules qui precedent, on peut se contenter 
d’ecrire la suivante : 

in 1 

( 23 ) 

Corollaire. — Si 1 ’on fait m — 1, la formule (23) donnera 


( 24 ) 


((- 0 ) "=((-!))"• 


En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que les equa¬ 
tions ( 3 ), (6), (8), (r 3 ), (16) et (20), a I’aide desquelles on deter¬ 
mine les valeurs des expressions 

1 m __ m 

((i)) 7 ', ((>))", ((0) 

1 in. m 

((-1))", ((-O) 77 , ((-Of 77 . 

OEnvres de C., S. II, t. III. a4 
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peuvent etre remplacees par deux formules. En effet, si Ton designe 
par a une quantite positive ou negative dont la valeur numerique soit 
fractionnaire, la valeur de ((i)) a determinee par l’equation ( 3 ), (6) 
ou (8) sera evidemment 

(25) (( 0 ) a — cos2 kctiz ±: \J — i sin2£a7T, 

tandis que la valeur de ((— i)) a determinee par 1 ’equation (i 3 ), (16) 
ou (20) sera 

(26) ((— i)) n — cos(2 k + i)an ± \/—1 sin(2 k -+- 1)0:71. 

Dans les deux formules precedentes, on peut prendre pour k un 
nombre entier quelconque. 

§ IY. — Sur les ratines des expressions imaginaires et sur 
leurs puissances fraclionnaires el irrationnelles. 

Soit 

a -h 6 1 

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver 
( voir le § II) une valeur positive de p et une infinite de valeurs reelles 
de 0 propres a verifier l’equation 

(1) a-h 61 =p(cos0-+-v/—1 sin0). 

Cela pose, concevons que Ton designe par m et n deux nombres en- 
tiers premiers entre eux. Si 1 ’on fait usage des notations adoptees 
dans le § I, les racines n iemei de 1’expression « -+- 6\/— 1, ou, ce qui 

revient au meme, ses puissances du degre seront les diverses va¬ 
leurs de 

.__ J 

\\ a -(- 6 y' — 1 = ((a + S \/— i))' ! ; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de a + 6 \J — i positives ou 
negatives, du degre — ou — — > seront les diverses valeurs de 

- _ m 

((a 4- S v'— 1 ))" ou ((a 6 )) " • 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VLI. 


187 


En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffira de resoudre l’un apres l’autre les trois problemes suivants : 
Problems I. — Trouver les diverses valeurs de Vexpression 

((« + Sv^))". 

Solution. — So it 

x — /'(cosf 4 - i sinf) 

l’une de ces valeurs, r designant une quantite positive et t un arc reel. 

1 

On aura, d’apres la definition raeme de l’expression ((a h- 6\J— i))" , 
(a') x n — a 4- 6^/ — 1 = p(cos 0 4 - sj— 1 sin 0 ), 

ou, ce qui revient au meme, 


r" (cos nt 4 - \J — 1 sin/if) = p(cos 0 -+- \J — 1 sin $). 

On tirera de cette derniere equation, a l’aide du theoreme I, § II, 

= P , 

cos nt 4 - s /— 1 sin nf — cosS 4 - \j — 1 sin 9 

et, par suite, 

1 

r — p", 

cos/if = cdstf, sin nt = sin 9 , nt = 8 ± 2 kn, 

8 ± 2 Att 
t - - ? 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de x propres a verifier l’equa- 
tion (1) seront evidemment comprises dans la formule 


X — p \ cos 


= 0 cos —1- 

rt 


2/cn 1 - . 6 ±ikv: 

-(- V — 1 si n —-- 

n n 

2 kiz , 


i sin cos 
n / \ ,rt 


y- . 2kn 

: v/— 1 sin- 

/i 


ou. ce qui revient au meme, dans la suivante : 
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En d’autres termes, l’expression ((a -+- § \/~ i))“, aussi bien que 
((i))'\ admettra n valeurs differentes determinees par l’equation 

(4) ((a + gv/ ::: d))'' = p' 7 (^cos^ + v / -^sin^)(( I ))' ! - 


Corollairel. — Supposons n = 2; on trouvera qu’il existe deux va- 
leurs de l’expression 

((x -t- 8 \/ i)) 1 ", 

011, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres a verifier 
l’equation 

x- — a + 6 y/— 1 — p(cos0 -+- \/— 1 sin 0), 

et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule 

. w e ,— . e\ 

± p- ( cos - a-- y— 1 sin - I- 

Corollaire II. — Supposons encore n — 3 ; on trouvera qu’il existe 
trois valeurs de l’expression 

(( a + «/T 7 ))±, 

ou, ce qui revient au ineme, trois valeurs de x projpres a verifier 
1’equation 

x 3 = a -+- o y/~- 1 ~ p ( cos 0 y/— 1 sin0), 

et que ces deux valeurs sont respectivement 


p 3 (cos g -+- \/— 1 sin | V 


. 0 


p 3 ( cos ^ -4- y/— i sin - ) (cos ~ 4- \/— 1 sin 


271 


P cos 


27T /- . 0 + 27t 

i-1- VC— 1 sin —=— 


. 0 


p :> I cos ^ + v 7 — 1 sin ^ j ( cos ~ — y/— 1 sin ^ 


2 n 


, 0 — 2 7T ,- . 

; P (cos —^-t- y/— 1 sin 


3 ¥ — 3 

0 — 2 7 T 
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Corollaire III. — Supposons enfrn n ~ 4 ! on trouvera qu’il existe 
quatre valeurs de l’expression 

((« + 6v/—i ))\ 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
I’equation 

x’ t — x 6 \J— i — p(cos 9 -+- v/ — i sin0), 
et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 

±p (cos^ -h 1 sin ^y 

±p T ( sin l - i/^Tcos0- 

Pr.OBLOiE II. — Trouver les diverses valeurs de l’expression 


((a + S^-i))". 

Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((a-t- &\]—i)) n , 

mV 1 1 m 

((a + §v /=r 0)' ! =L(( a -+- s v/- i ))' , J ; 


puis, en remettant pour ((a-f - 6 yJ— j))" sa valeur generale tiree de 
I’equation ( 4 ), on trouvera 


( 5 ) 


((oc + S\/— i))" = p' ; +\/=7sin^.((i))-. 


Corollaire I. — Si dans l’equation ( 5 ) on remet pour ((i))“ sa va¬ 
leur tiree de la formule (6) (§ III), on obtiendra la suivante : 


(6) 


m in p 

((« -h 6v^“i))“=-- P" [c 


" l m r m( 0 ± 2 /cTr) /- . m( 9 ± 2 kn) 

/— i ))"— p“ | cos—----t-v— ,sln ' 


PuoBi.fi me III. — Trouver les diverses valeurs de Texpression 

m 

((a -|- 6 \J i)) “. 
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Solution. — On aura, d’apres la definition meme des puissances ne¬ 
gatives, 

((a4-6\/—i)) "= 

((a 4- 6 y/ i))” 


puis, en remettant pour ((a + £\/ — t))' sa valeur tiree de I’equa- 
tion (6), et ayant egard a la formule (17) du § II, on trouvera 



ou, en d’autres termes, 

(7) ((a + Sv^)) - " = P~" (cos"^ — v /=r Tsin^-j((i)) 

Corollaire I. — Si Ton fait m — i, l’equation (7) donnera 

(8) ((a - 1 - 6 \/— 1 )) " = p n ^cos ^ — i sin ^ (( 1 )) n . 

Apres avoir fixe, comme on vient de le faire, les diverses valeurs 
des quatre expressions 

1 m 

((a-h6^—i))", ((<* + 6^— 1 ))" , 

1 m 

((a-t-Sy— 1 )) ", ((« + 6v/—')) “» 

on reconnaitra sans peine que les equations ( 4 ), ( 5 ), (8) et (7), a 
l’aide desquelles on determine ces valeurs, peuvent etre remplacees 
par une seule formule. Si Ton represente para une quantite positive 
ou negative dont la valeur numerique soit fractionnaire, la formule 
dont il s’agit sera 

((<z -+- 6 1 )Y‘— p a (cosa9 -h \/— l sinad) ((i)) a . 


(9) 
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Dans les calculs qui precedent, p designe toujours le module de 
l’expression imaginaire c’est-a-dire la quantite positive 

\J or -t- S ' 2 , et 0 I’ un quelconque des arcs propres a verifier I’equa- 
tion (i) ou, ce qui revient au merae, les equations ( 4 ) du § II, savoir 


(io) 


COS0 : 




sm y 


V - 


En divisant ces deux dernieres Pune par 1 ’autre, on en conclura 

g 

(ix) tangd— -• 

a 


Par suite, si Ton nomme £ le plus petit arc, abstraction faite du signe, 
qui ait pour tangente ou, en d’autres termes, si Pon fait 

g 

(1 2 ) ? = arc tang-> 

a. 

on trouvera 

(13) tang@ = tang?. 

Cela pose, il deviendra facile d’introduire au lieu de Pare 0 , dans les 
diverses formules rapportees plus haut, Pare dont la valeur est com- 
pletement determinee. On v parviendra, en effet, par les considera¬ 
tions suivantes. 

Les arcs 0 et ayant la meme tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le meme sinus et le meme cosinus; et, comme d’ailleurs 
Pequation (i 3 ) peut se mettre sous la forme 

sin0 _sin? 

COS0 ”” cos? ’ 

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en meme temps ou 

(14) cos 9 — cosC, sin9 = sin? 

ou bien 


(i5) 


cos0 = — cos?, sin@ = —sin£. 
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De plus, la valeur de cos0 determinee par la premiere des equa¬ 
tions (10) etant evidemment de meme signe que a, tandis que fare 
compris entre les limites — h, + h a toujours un cosinus positif, il 
en resulte que, des equations (i4) et (i5), les deux premieres sub- 
sisteront, si a est positif, etles deux dernieres, si a est negatif. Yoyons 
maintenant a quoi se reduisent, dans ces deux hypotheses, les for- 
mules (i) et (9). 

Si d’abord on suppose a positif, les equations (10) pourront etre 
remplacees par les equations (i4), et Ton deduira de celles-ci uile 
infinite de valeurs de 0, parmi lesquelles on doit remarquer la sui- 
vante : 

(16) 6 = K . 

Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formules (1) et (9) deviennent 
respectivement 

(17) a -+- 6y/— 1 = p(cos£-t-\/— 1 sin?), 

(18) {(a -+■ § y/— 1 ))°= p a (cos at -+- y/— 1 sin a?) ((i)) a . 

Si i’on suppose en second lieu a negatif, les equations (10) pour¬ 
ront etre remplacees par les equations (i5), desquelles on deduira, 
entre autres valeurs de G, 

(19) 0=?H-7T. 

Par suite, on pourra, dans cette hypothese, aux formules (1) et (9) 
substituer celles qui suivent : 

(20) « -+- ® y/— 1 — — p(cost: - 4 - y/— 1 sin?), 

| ((a+ 6^— 1 ))“ 

( 21 ) j — p a [eos(a?-^a7r)-by/^sm(«?4-a7t)]((t)) <I 

\ ~p a (cosfl? ■+■ y/— 1 sina?) (cosair -1- \'— 1 sinaTi) ((i)) a . 

Si Ion fait en particular a-f-Sy/— 1 = — 1, c’est-a-dire a — — 1, 
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(5 = o, on trouvera 

? = arc tang = o, 
et la formule (21) deviendra 

(22) ((— i))®=(cosa 7 r -l- \J— 1 sin arc) ((1))*. 

II en resulte qu’on aura generalement dans l’hypothese admise 

( 23 ) ((a + 6 y/— i)) a = p a (cosa? + y/— 1 sina?) ((— i)) a - 

En reunissant aux formules (17), (18), (20) et ( 23 ) les equations ( 25 ) 
et (26) du § III, on obtiendra definitivement les conclusions suivantes. 

Soient a 6 y/ — 1 une expression imaginaire quelconque, a une 
quantite positive ou negative dont la valeur numerique soil fraction- 
naire, et k un nombre entier choisi arbitrairement. Si Ton fait, de 
plus, 

g 

(24) p = y/a 2 + ? = arclang = 

on aura, pour des valeurs positives de a, 

! « 4- Sy /^7 = p(cos? 4- y/— 1 sin?), 

((a -(- S y/ — i)) a = p a (cosa? 4 - y/^I sin a?) ((1))®, 

((1 )) a = cos 2 Aa 7 i ± y/'— i sin2 kan, 

et, pour des valeurs negatives de a, 

! a 4- 6 y/—1 = — p(cos? 4 -y/— 1 sin?), 

((a -4- 6 p a ( cos a? -t- y/— 1 sin a?) ((— i)) a , 

((— i))* = cos(2 k 4- 1 an) ± y/— 1 sin(2 k -t- x an). 

On doit ajouter que, si, 1 ’on designe par n le denominateur de la frac¬ 
tion la plus simple qui represente la valeur numerique de a, n sera 
precisement ie nombre des valeurs distinctes de chacune des expres¬ 
sions 

((i)) a , ((-0)°, ((« + 6y^I))“, 

et que, pour deduire ces memes valeurs des formules ( 25 ) et (26), il 

OEuvrcsdeC. — S. II, t. III. 25 
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suffira d’y substituer successivement, au lieu de 2 k et de ik -1- 1, tous 
les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n. 

Si la valeur numerique de a devenait irrationnelle, chacune des 
expressions reduites 

cos 1 kcm ± \J — 1 sin ikan, 
cos(ik 1 an) ± \/— 1 sin (2 k + 1 cm\ 

aurait un nombre indefini de valeurs correspondantes aux diverses 
valeurs entieres de k\ et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans 
le calcul les notations 

(( 0 )“> ((—!))“» ((«+ g \/— '))“* 

a moins de considerer chacune d’elles comme propre a representer 
une infinite d’expressions imaginaires distinctes les unes des autres. 
Pour eviter cet inconvenient, nous n’emploierons jamais les notations 
dont il s’agit que dans le cas oil la valeur numerique de a sera frac- 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((i)) a , il en est une toujours reelle et 
positive, savoir, -hi, que Ton indique par la notation (i) a ou i a , en 
faisant usage de parentheses simples, ou meme les supprimant entie- 
rement. Si I’on substitue cette valeur particuliere de ((i)) a dans la 
seconde des equations ( 25 ), on obtiendra une valeur correspon- 
dante de 

(( a + 

que l’analogie nous porte a indiquer, a l’aide de parentheses simples, 
par la notation 

( C£ + g v /—[)“. 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, et les quantites p,'( determinees par les equations (24), 

( 2 7 ) ^)“=P a (cosa? + v/^sinat;). 

Cette derniere equation ayant lieu toutes les fois que la valeur nume¬ 
rique de a est entiere ou fractionnaire, l’analogie nous conduit encore 
a la considerer comme vraie dans le cas oil cette valeur numerique 
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devient irrationnelle. En consequence, nous conviendrons de desi¬ 
gner par 

(<z + 6v/— 'T 

le produit p“(cosa‘( -+- \/— r sina'C), dans le cas ou a sera positif, quelle 
que soit la valeur reelle attribute a la quantite a. En d’autres termes, 
si Ton designe par '( un arc compris entre les limites — on 

aura, quel que soit a, 

[p(cos£ + \J — i sm?)]“ = p a (cosa? -+- \J— 1 sina?). 

Si dans l’equation precedente on fait p = i, elle deviendra 

(28) (cos? + \l— 1 sin?)°0 cosa? -+- y/— 1 sina?. 

Cette derniere formule est entierement semblable aux equations (10) 
et (1.4) du § II, avec cette seule difference qu’elle subsiste uniquement 
pour des valeurs de £ comprises entre les limites — tandis 

que les equations dont il s’agit s’etendent a des valeurs quelconques 
de 0. 

Lorsque la quantite a devient negative, on ne voit plus, meme en 
supposant fractionnaire la valeur numerique de a, quelle est celle des 
valeurs de l’expression ((a -4-6^— 1))“ que ,1’on pourrait distinguer 
des autres et designer par la notation 

(a 4- 6 

Mais alors, — a etant une quantite positive, il est facile d’etablir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

(29) (— a — 6 \J — i) a = p a (cos a? + v/— 1 sina?). 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
oil la valeur numerique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) reduisent les equations (18) et (23) a celles qui suivent 

((« -h 6 \/— i)) a — (a + 6 s/~ 0“((ON 

((a + 6 \j— r))“ =r (— a — 6 \f^\) a ((— 1))“, 


( 3 o) 

( 3 .) 
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l’equation (3o) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de la 
quantite a, et l’equation (3x) pour des valeurs negatives de la meme 
quantite. 


§ V. —. Applications des pruicipes etablis dans les paragraphes precedents. 


Nous allons appliquer les principes etablis dans les precedents pa- 
ragraphes a la resolution de trois problemes sur les sinus et cosinus. 

Probleme I. — Transformer sin/ns et cos mz (jn designant un nombre 
entier quelconque ) en un polynome ordonne suivant les puissances ascen- 
dantes et entieres de sins, ou du moins en unproduit forme par la multi¬ 
plication d’un semblablepolynome et de coss. 

Solution. — Lorsque dans les equations (12) du § II on remplace les 
puissances paires de coss par des puissances entieres de 1 — sin 2 z, 
ces equations deviennent, pour des valeurs paires de m, 


m , , — 2 

, • o nT mim — 1) . . „ .—5— . 2 

cosm ^-(i—sin '.') 2 -——- (1 — siu-s) " sin 2 £ 


j. 2 


m(m — 1) (m -- 2) (m — 3 ) 
1 . 2 . 3.4 


(i — sin 2 s) 


sm + s —... 


sin/?; a 


: COS. 


m 

: — (I — SI 

1 


sin“a 

m(m 


m — 2 

v 2" 


sin* 

) (m — 2) 


. 2.3 


m — 4 

sin 2 a) 2 sin 3 .: 


•4 


et, pour des valeurs impaires de m, 


COS/ 71 S = coss 


(1 — sin 2 z) 


m(m — 1) 


1.2 


(r — sin 2 a) 2 sin 2 ? 


m(m — 1) (m — 2) (m — 3) 

1. 2 . 3.4 


(1 — sin 2 z) 2 si 


n'-s — ... j, 


sin/wz = —(1 — sin 2 z) 2 sins 


m(m — 1) (m — 2) 

1 . 2.3 


m — 3 

(1 — sin 2 z) 2 sin 3 a ■ 



197 


PREMIERE PARTIE. - CfiAPITRE VII. 

si r on developpe les seconds membres des quatre form ales prece- 
dentes, ou du moins les coefficients de cos z dans ces seconds mem¬ 
bres, en polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes et 
entieres de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m, 


m / m — i . , 

cos ms ~ i-(-- ■+- - sin 2 * 

2 2, 


i 

m (m 


n — 2) f i 


(m — i) (m — 3 3.1 


2.4 


2 2 2.4 


sin 4, 3 —.,., 


m . m (in — 2) / m — i 

sinm* “ cos* — sms —-——- [- 

1 i .3 V 2 


sin 3 * 


m(m— 2 ) (in — — 1 ) (m— 3) m — 1 5 5.3 

1.3,5 L 2 - v 4 + 2 2 _l_ 2,4. 


sin 5 * 


et, pour les valeurs impaires de m, 


m — 7 m . , . „ 

cosms = coss{ 1-(-1— ) sm’a 

2 2, 


( m — 1 ) ( m — 3) f m (»1 — 2 ) m3 


i .3 


. m. m(m — 1 ) (m — 2 3 \ . 

smms = — sms--—^ -i— sin 5 * 

1 i .3 \ 2 


[' ,4 

S)' 


2 2 


3 .1 1 . . ) 

sm 4 s —... , 
2.4J ) 


m (m — i) (m — 3 )f(m — 2) (m — 4 ) m — 2 5 5.3 


. 3.5 


[ 


2.4 


2 2 


5.31 . 

mJ si 


sin's 


Les equations (1) et (2) comprennent evidemment la solution de la 
question proposee. II ne reste plus qu’a les presenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il suffira d’observer que le coefficient, de 
chaque puissance entiere de sins renferme generalement une somme 
de fractions a laquelle l’equation ( 5 ) du Chapitre IV (§ III) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette reduction, les deve- 
loppements de cosms et de sinmz deviendront, pour des valeurs paires 
de rn, 


cos mz — 1 — 


(3) 


m.m . . (m 

-- sin 2 s -1- 

1.2 


2 )m.m(m — 2) . , 


I.2.3.4 


sin* 


(m + 4)(w + 2)m.m(m — 2 ) ( m — 4 ) • 


1.2. 3 . 4 - 5 .6 


sin* 
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( 4 ) 


et 


sin m 


5 =cos 5 [" 


m . (m + 2) m(m — 2) 

— sins- 5 - -sin - 

1.2.0 

(m + 4) (m + 2) m{m — 2) {m — 4) 
1.2. 3 .4 -5 


sin 0 


...] 


et, pour des valeurs impaires dem, 

r (m + 1) (m — 1) . 

= COSS I — -—-SI 

L I - 2 


( 5 ) 


( 6 ) 


cos ms 


sinni; = — sin; 

I 


(m- 1- 3 ) (m + 1) (m — 1) (m — 3 )„.„ 4 _ 

--JslH Z 

l . 2 . 6 . 4 

(/7z-—1— \ )m{m 1) . j _ 

---SHI x* 

1 . 2.6 

1.2. 3 . 4.5 




Corollaire /. — Si dans l’equation ( 3 ) on fait successivemcnt 


m — 2, m = 4, m — 6 , 


on obtiendra les suivantes : 


( 7 ) 


cos2s =: i — 2 sin 2 ;, 

cos 4 - = i— 8 sin 2 ; 8 sin 4 ;, 

cos6; =11 — 18 sin 2 ,; -+- 48 sin 4 ; — 32 sin 6 ;, 


Corollaire II. — Si dans l’equation (6) on fait successiyement 
m — i, m — 3 , m — 5 , . . ., 

on en tirera 

sin z— sins, 
sin 3 ; = 3 sins— 4 sin 3 ;, 
sin 5 s = 5 sins — 20 sin 3 s -+-16 sin 6 ;, 


Probleme II. — Transformer sinms et cos mz (m designant un nombre 
entier quelconque ) en unpolyndme ordonne suivant les puissances ascen- 
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dantes et entieres de cos .a, ou du moins en un produit forme par la mul¬ 
tiplication d’un semblablepolynome et de sins. 

Solution. — Pour obtenir les formules qui resolvent la question pro- 
posee, il sufFit de remplacer, dans les equations ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) et (6), 
z par ^ — z, et d’observer en outre qu’on a, pour des valeurs paires 
de m, 

ill 

— i ) 2 cos ms, 

111 

■v +1 • 

— i)- smitis; 



et, pour des valeurs impaires de m, 


imn , , . 

cos (4- ms} = (— i) 2 sin /rcs, 


111 — 1 

m;)=(—i) 2 cos mz. 


sin 


/ mr. 
\ 2 


On trouvera de cette maniere, si m est un nombre pair, 

m.m . ( m-h 2) m.m(m — 2' 


(— J) 2 COSfllS = I-cos’s -+- 


(9) 


(io) 


2 1.2.3.4 

(m -h li) (m + 2)m.m(m — 2) (m — fa) 


cos's 


cos” 


, \V +1 • 

(—i) 2 sinm 


s = sins Jj 


m 

— COSS ■ 
I 


1.2. 3 .4. 5 .6 

(m 2) m(m — 2) 

1.2.3 

(m + (m 2) m(m — 2) (m — 4 ) 
1 .2. 3 . 4-5 


cos 1 


cos 3 s ■ 


et, si m est un nombre impair. 


00 


(— 1) 2 sinm. 


= sins j^i — 


(m \ ) (m — 1) 

--——-- cos’s 

1.2 


cos's — 


( 12 ) 


(m -+- 3 ) (m h- 1) (m — 1) (m — 3 ) 

H — 1.2.34 

, m (m -+-1) m(m — 1) 

(—1) 2 cos/ws — — coss. .„ ■ —-cos 2 s 

1 1.3.3 

(»i + 3)(w + i)m(w-i)(m-3) 

" l " A f CO O ^ • 

I. 2 . 0 . 4 .5 
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Corollaire /. - Si dans la formule (9) on fait successivement 

m — i, m — 4> m — 6, 

on obtiendra les suivantes : 

— C0S2Z:=rI— 2 COS 2 Z, 

cos4 s —1— 8cos 2 z + 8cos 4 z, 

— cos6z = 1 — 18 cos 2 .s + 48 cos 4 z — 32 cos 6 z, 


Corollaire II. — Si dans l’equation (12) on fait successivement 
m — i, m — 3 , m — 5 , 

on en conclura 

COS 3= COSZ, 

, — cos 3 z = 3 cosz — 4 cos s z, 

04 ) [ 

j COs5z = 5 COSZ — 20 COS 3 Z + l6 COS S Z, 


Problems III. — Exprirner les puissances enlieres de sins et de cosz en 
fonction lineaire des sinus et cosinus des arcs z, 2 z, 3 z, .... 

Solution. — On resout facilement ce probleme, en ayant egard aux 
proprietes des deux expressions imaginaires conjuguees 

cosz -+- \J— j sinz, cosz — \J ~~-1 sinz. 

Si l’on designe la premiere par u, et la seconde par v, on aura 

2 cosz = w 4- 0, 2 — 1 sins — m — v. 

En elevant les deux membres de chacune des equations precedentes 
a la puissance entiere du degre m, les divisant ensuite par 2 ou par 
2 ^ 1 > puis effectuant les reductions indiquees par les formules 

UV — I, 

U n — V n 

—--—cosrtz, —— sin/iz, 

2 2\j~i 

dont les deux dernieres subsistent pour des valeurs entieres quel- 
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conques de n, on trouvera, si m represente un nombre pair, 


i m 1 cos'“3 = cosms -i-cos ( m— 2.z} 

1 v 7 


m(m —1) , - v \ 

-\ --- - cos f m — 4 • +. 


m(m — -hi 

1 \ 2 

2 „ m 

1 . 2 . 6 .., — 

2 


(— i) 2 2'”- 1 sink's = cosm5 — — cos(m — 2 .z) 

1 - 7 

m(m — 1) /- T \ 

H-i-- cosfm — l\.z) — . 


m(m — i)...(-hi 

1 \ a 

2 „ m 
1.2.5...— 


et, si m represente un nombre impair, 


2 m_1 cos'"s = cosms 4- — cos(m — 2 .s) 

1 7 

m(m — 1) f - T N 

*1---- cos ( m — 4 • z ) -+-. . . 

1.2 7 


m(m — 1). .. 


m + 3 


.2.3... 


(—1) 2 2 m_l sin m « — sinms—ysin(m— 2 .z) 

m(m —■ 1) . , - 7 N 

H-sinf m — l\.z) 


m(m — 1)... 


1.2.3... 


Corollaire I. — Si dans la formule (i 5 ) on fait successivement 


m — 2, m = 4> m = 6 , 


ORuvres de C . — S. II, t. III. 
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on en c-onclura 


2 COS 5 5 = COS 2S + I, 

8 cos's — cos 4 s -+- 4 cos iz -+- 3, 

32 cos's = cos 6 s + 6 cos 4 s + i5 cos 2 s -+- 10 , 


On arriverait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des for- 
mules (i 3 ) les valeurs suecessives de 

cos 2 s, cos's, cos's, 

en fonctions lineaires de 

COS 2 s, cos 4 s, cos6s, .... 

Corollaire II. — Si dans la formule (16) on fait successivement 

771 — 2 , 777 = 4 > 777 = 6, ..., 

on obtiendra les equations 

— 2 sin 2 s = C0S2S — i, 

8 sin's = cos 4 s — 4 C0S2S -+- 3 , 

— 32 sin's = cos6s — 6 cos4s -t- i 5 cos2s — 10, 


que Ton pourrait egalement deduire des formules (7), par l’elimina- 
tion des quantites 

sin 2 s, sin's, sin's, .... 

Corollaire III. — Si dans la formule (17) on fait successivement 

771 = 1, 777 = 3, 777 = 5, ..., 

on en conclura 

cos s =coss, 

4 cos's = cos3s -+- 3 coss, 

16 cos's = cos5s -t- 5cos3s -t -10 coss, 
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On arriverait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des 
formules (14) les valeurs successives de 

COSZ, COS 3 Z, COS 5 Z, 

en fonctions lineaires de 

cosz, cos3z, cos5z, .... 

Corollaire IV. — Si dans la formule (18) on fait successivement 
m — i, m — 3, m — 5, .. ., 

on obtiendra les equations 

sinz = sinz, 

— 4 sin 3 z = sin3z — 3 sinz, 

16 sin 5 z = sin5z — 5 sin3z -+• io sinz, 

. f 

que Ton pourrait egalement deduire des formules (8) par l’elimina- 
tion des quantites 

sinz, sin 3 z, sin 5 z, .... 
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CH1PITRE VIII. 


DES VARIABLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIRES. 


§ I. — Considerations generates sur les variables et les fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu’on suppose variables les deux quantites reelles u, v, ou au 
moins l’une d’entre elles, 1’expression 

u -+- V \J— i 

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, de plus, la variable u 
converge vers la limite U et la variable v vers la limite Y, 

U + Vv/~ 

sera la limite vers laquelle converge l’expression imaginaire 

u 4 - v \ ! — i. 

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
donnee, apres avoir ete considerees comme reelles, sont ensuite sup- 
posees imaginaires, la notation a 1’aide de laquelle on exprimait la 
fonction dont il s’agit ne peut etre conservee dans le calcul qu’en 
vertu de conventions nouvelles propres a fixer le sens de cette nota¬ 
tion dans la derniere hypothese. Ainsi, par exemple, en vertu des 
conventions etablies dans le Chapitre precedent, les valeurs des nota¬ 
tions 

, cl 

a + x, a — x, ax, — 
x 

se trouvent completement determinees dans le cas oil la constante a et 
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la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idees, 
que, la constante a restant reelle, la variable x regoive la valeur ima- 
ginaire 

a + 6 \J — i = p(cos0 \J — i sin0), 

a, § exprimant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p et fare reel 0 . On conelura du Chapitre VII (§§ I et II) que 
les quatre notations 

a 

a-\-x, a — x , ax, — 

x 

designent respectivement les quatre expressions imaginaires 

a 4- p cos 5 + p sin 0 y/ — j , 
a — p cos 0 — p sin B \J— i, 
a p cos 0 + a p sin # \/— i, 

— cos 8 — - sin 8 J— i, 

P P 

ou, en d’autres termes, les suivantes : 

a -+ —i, a — a — 6 \J — t, aa + a^\J —i, 

a a. a 6 j - 

a 2 -+- 6- — « 2 +6 2 '' 

En general, on fixera sans difficulte, par le moyen des principes etablis 
dans le Chapitre YII, lesvaleurs des expressions algebriques dans les- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liees 
entre elles par les signes de l’addition, de la soustraction, de la mul¬ 
tiplication ou de la division; et Ton reconnaitra sans peine que ces 
expressions conservent toutes les proprietes dont elles jouiraient si 
les variables et constantes qui s’y trouvent comprises etaient reelles. 
Par exemple, si l’on designe par 

x, y, s, u, t>, % ... 

plusieurs variables soit reelles, soit imaginaires, on aura, dans tous 
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les cas possibles, 

x y z -r-... —- (u -f- r -)— w -4- • • •) 

= x-+-y-\-z-h-.-~ u — v — w 
xy yx, 

u(x-hy~hz-h...) = ux+uy-huz + -.-, 

* + T+2 + -- . oc V z 

-i- =:-— H-h . . •, 

a u u u 

x y z xyz. . . 

- X - X - X .. . = —-•> 

u v tv uvw.,. 

x v x v 

—— = — = - X x, 

(“) “ “ 



Considerons maintenant la notation 

x a , 

dans le cas oil, la constante a restant reelle, la variable x obtient la 
valeur imaginaire 

a -+- 6 \J — i = p(cos9 -t- \J — i sin#). 

Si Ton prend pour a une quantite dont la valeur numerique soit un 
nombre entier m, cette meme notation, savoir 


aura, pour des valeurs reelles quelconques de a et de 6, une significa¬ 
tion precise. Elle represented l’expression imaginaire 

p m cos m 9 + p m sin m d \J — i, 

si a — -i- m, et la suivante 

p~ m cosmd — p~ m sin mQ\J — i, 

si a = — m {{voir le Chapitre YII, § II, equations (18) et (19)]. Mais, 
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numerique frac- 
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tionnaire ou irrationnelle, la notation 

x a 

n’aura plus de valeur precise et determinee, a moins que la partie 
reelle a de l’expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 

? = arc tang - , 

a 

l’arc £ restera compris entre les limites — et, en ecrivant x 

au lieu de a + €>sj— i dans le § IV du Chapitre VII [(equations (17) et 
(27)], on trouvera 

x — p(cos? -I- \J— i sin?), 
x a — p a (cosa£ -+- \J— 1 sina?), 

en sorte que la notation x a designera l’expression imaginaire 

p a cos at, + p a sina£ \J— 1 . 

II suit encore des conventions et des principes ci-dessus etablis 
(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numerique fraction- 
naire de la constante a, la notation 

((*))“ 

represente a la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs 
sont donnees par les deux formules 

((x)) a — x a ((i)) a , ((i))«— cos 2 /can ± \/— i sinaA-air, 

Iorsque la partie reelle a de l’expression imaginaire x est positive, et 
par les deux suivantes 

((^)) 3 =(— «)“((— 0 )“> 

((^~ i)) a — cos (2 /c + i)ait± v/— 1 sin (2 k + 1 )wk, 

Iorsque la quantite a devient negative [(voir, a ce sujet, dans le § IV du 
Chapitre VII, les equations ( 25 ) et (26)]. La meme notation ne peut 
plus etre employee dans le cas oil la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 

x a 

conservent les memes proprietes pour des valeurs reelles et pour des 
valeurs imaginaires de la variable, tant que l’exposant a pour valeur 
numerique un nombre entier; mais ces proprietes ne subsistent plus 
que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient, par 
exemple, 

x — a -t- 6 V- 1 > J — a> -+- v' — 1 > s = «'+ §" \J— i, 

plusieurs expressions imaginaires, qui se reduiront a des quantites 
reelles si 6, S', S" s’evanouissent. Designons, en outre, para, b, c, ... 
des quantites reelles quelconques, dont les valeurs numeriques soient 
fractionnaires ou irrationnelles, et par m, m' , m", ... plusieurs nom- 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes etablis 
dans Ie Chapitre VII, 

! X m x m> X m " . — 

x~ m x~ m 'x~ m ". . .=: x-” 1 -" 1 '-" 1 ’----, 

X~ ni X~ m> X~ m ' . . . zz x^ : m±:rn'±.m n ±...^ 

chacun des nombres m, rri, m", ... devant etre affecte du meme signe 
dans les deux membres; 

X m ym s m . . . = ( xyz . . . ) m , 
x~ m y- m z~ m . . ,-=z (xyz . . . )~ m , 

(. x m )m' — (a;-"' )-' n '— x' nm \ 

(x m )- m '= (x~ m ) m ' fS,X~ mm '. 

On trouvera, au contraire, que des trois formules 

(5) X a X b X c . . . 

( 6 ) x a y a z a . .(xyz.. ,) a , 

( 7 ) (x a ) h =zx ab 

la premiere subsiste uniquement toutes les fois que la partie reelle a 


(3) 

(4) 
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de l’expression imaginaire x est positive; la seconde, toutes les fois 
que, a, a', a", . .. etant positifs, la somme 

6 S' 6" 

arc tans —<- arc lang — ; + arc lang-j -+-... 

a a' a" 

reste comprise entre les limites — et la derniere, toutes les 

fois que, « etant positif, le produit 

6 

a arc tang - 
a. 

est compris entre ces memes limites. 

Les conventions faites dans le Chapitre VII ne suffisent pas encore 
pour fixer d’une manifere precise le sens des notations 

A*, Lx, sina;, cos.#, arcsine, arccosa - , 

dans le cas oil la variable x devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d’y parvenir etant la consideration des series imaginaires, nous 
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, toute notation algebrique qui 
renfermerait, avec les variables x, y, z, ... supposees reelles, des 
constantes imaginaires, ne peut etre employee dans le calcul que dans 
le cas oil, en vertu des conventions etablies, elle aurait pour valeur 
une certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans 
laquelle la partie reelle et le coefficient de \J — i sont necessairemenl 
des fonctions reelles des variables x, y, z, ..., est ce qu’on appelle 
une fonction imaginaire de ces memes variables. Ainsi, par exemple, 
si Ton designe par <p(a?) et x( x ) deux fonctions reelles de x, une fonc¬ 
tion imaginaire de cette variable sera 

?(^)+X(-)V / — !• 

Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction a 1 ’aide d’une 
seule caracteristique w, et nous ecrirons, en consequence, 

= <pO) -+- x(^) V / " 1 ■ 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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Pareillement, si Ton designe par <p(a?, y, z, ...), ~p(x,y, z, ■ ■ ■ ) deux 
fonctions reelles des variables x, y, z, .... 

m{x, y,s, ...) = ¥ {x,y,z, . •.) + X(^ Y- 1 

sera une fonction iraaginaire de ces diverses variables. 

La fonction imaginaire 

<?(&,y ,• • -) + x(^> y> • • ■)</— 1 

prend le nom de fonction algebrique, ou exponenlielle, ou loganth- 
mique, on circulaire, etc., et, dans le premier cas, le nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, enliere ou fraclionnaire, elc., toutes les fois 
que les fonctions reelles y(x, y, z, ...), %{x, y, z ,...) jouissent 1’une 
et l’autre des proprietes que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en 
particulier, la forme generate d une fonction imaginaire et lineaire 
des variables x, y, z, ... sera 

(a -+■ bx -+• cy -t- dz 4 -...) (a'+ b'x + c'y -i- cl'z \J — i 

ou, ce qui revient au meme, 

(a + a' fdl 7 ) -h(b-h b'\/— i)x + (c c' \/— i) y -h (d -h d' \/— i)z + .. 

a, b, c, cl, ..a , b', c', d!, ... designant des constantes reelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, corame 
parmi les fonctions reelles, celles qu’on nomme expliciles, et qui sont. 
immediatement exprimees au moven des variables, de celles qu’on 
nomme i/nplicites, et dont les valeurs determinees par certaines equa¬ 
tions ne peuvent etre explicitement connues qu’apres la resolution 
des equations dont il s’agit. Soit 

ro(a?) ou m{x, y, s, ...) 

line fonction imaginaire implicate determinee par une seule equation. 
On pourra representer cette fonction par u + v\/ — i , u, v designant 
deux quantites reelles; et, si dans 1’equation imaginaire qu’elle doit 
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u 4- V\J— i , 

apres avoir developpe les deux membres, puis egale de part et d’autre 
les parties reelles et les coefficients de \j — i, on obtiendra deux equa¬ 
tions reelles entre les functions inconnues u et e. La resolution de ces 
dernieres equations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, fera connaitre les 
valeurs explicites de u et de v, et, par suite, la valeur explicite de 
fexpression imaginaire 

a -t- v i. 

Pour qu’une fonction imaginaire d’une seule variable soit complete- 
ment determinee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticuliere attribuee a la variable on puisse deduire la valeur correspon- 
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnee en obticnt plusieurs differentes les unes des autres. 
Conformement aux conventions precedemment admises, nous designe- 
rons ordinairement ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

>Jl coss -t- v/— i sins 
OU 

£ 

((coss -+- sj — i sins))' 1 

indiquera I’une quelconque des racines du degre n de l’expression 
imaginaire 

cos^ -h \J— i sins. 

§ II. — Sur les expressions imaginaires infiniment vetites 
et sur la continuite des functions imaginaires. 

Une expression imaginaire est appelee infiniment petite, lorsqu’elle 
converge vers la limite zero, ce qui suppose que, dans l’expression 
donnee, la partie reelle et le coefficient de \f—i convergent en meme 
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temps vers cette limite. Cela pose, representons par 
a 4- 6 7 = p(cos 9 4 - y/— 1 sin 0 ) 

une expression imaginaire variable, a, S designant deux quantites 
reelles auxquelles on peut substituer le module p et 1 ’arc reel 6. Pour 
que cette expression soit infiniment petite, il sera evidemment neces- 
saire et suffisant que son module 

p — y a- 4 - S 2 

soit lui-meme infiniment petit. 

Une fonction imaginaire de la variable x supposee reelle est appelee 
continue entre deux limites donnees de cette variable lorsque, entre 
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-mtime. 
II en resulte que la fonction imaginaire 

®( a; ) -+-%(x) v/— J 

sera continue entre deux limites de x si les fonctions reelles y(x) et 
'/{x) restent continues entre ces limites. 

On dit qu’une fonction imaginaire de la variable x est, dans le voi- 
sinage d’une valeur particuliere de x, fonction continue de cette 
variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites meme 
tres rapprochees qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction imaginaire de la variable x cesse d’etre 
continue dans le voisinagc d’une valeur particuliere de cette variable, 
on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu’il y a pour cette valeur 
particuliere solution de continuity. 

En partant des notions qu’on vient d’etablir relativement a la con- 
tinuite des fonctions imaginaires, on reconnaitra facilement que les 
theoremes I, II et III du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas meme 
ou 1’on remplace les fonctions reelles 


/O) et flx,y,z, ...) 
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par des fonctions imaginaires 

? ( x ) + l.{x) el. v(x,y,z, x. 

On peut, en consequence, enoncer les propositions suivantes : 

Theoreme I. — Si les variables reelles x, y, z, ... onl pour limites les 
quantites fixes et determinees X, Y, Z, ..., et que la fonction imagi- 
naire 

<pO,j,s, ...)-! -y{x,y,z, .. .)f^i 

soil continue par rapport a chacune des variables x, y, z, ... dans le voi- 
sinage du systeme des valeursparticulieres 

x = X, y —Y, z — Tj, ..., 
cp (x,y, z, ...) -f- J^{x,y, z, ...) \j— i aura pour limite 
?(X,Y, Z, ...)+ X (X,Y,Z, ...)v/^T, 
o«, si Ton/auY, /mm - abreger, 

y(x,y,s, ...) + x(x,y,s,...)\/—i=:m{x,y,3,...), 

to (x,y, z, ...) aura pour limite 

®(X,Y,Z, ...). 

Theoreme II. — Designons par x, y, z, ... plusieurs fonctions reelles 
de la variable t, qui soient continues par rapport a cette variable dans le 
voisinage de la valeur reelle t = T. Soient de plus X, Y, Z, ... les valeurs 
particulieres de x, y, z, ... correspondantes a t — T, et supposons que, 
dans le voisinage de ces valeurs particulieres, la fonction imaginaire 

m{x,y,s, .. .) = cp(x,y,z, ...) + y(x, y, z, . i 

soil en meme temps continue par rapport a x, par rapport d y, par rap¬ 
port a z, etc.; zs(x,y, z, ...), consideree co'mme une fonction imaginaire 
de t, sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur 
parliculiere t — T. 

Si, dans le theoreme precedent, on reduit les variables x, y, z, ... 
a une seule, on obtiendra Tenoned suivant : 
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Theorijme III. — Supposons que dans Vexpression 
&(x) = <?(&) + x(«) V / — 

la variable x soil fonction reelle d’une autre variable t. Concevons de 
plus que la variable x soil fonction continue de t dans le voismage de la 
valeurparticuliere L = T, el n(x) fonction continue de. x dans le voisi- 
nage de la valeur particuliere x — X, correspondante at — T. L’expres¬ 
sion imaginaire vj(x), consideree comme une fonction de t, sera encore 
continue par rapport a cette variable dans le voismage de la valeur par¬ 
ticuliere t — T. 

§ III. — Des fonctions imaginaires symetriques, 
allernees ou homogenes. 

En etendant aux fonctions imaginaires les definitions que nous 
avons donnees (Chapitre III) des fonctions symetriques, ou altcr- 
nees, ou homogenes de plusieurs variables x, y, z, ..., on recon- 
nait immediatement que 

y(x,y,z, . . .) -)-%(«, J, z, . - -) \/— i 

est une fonction symetrique, ou alternee, ou homogene du degre a 
par rapport aux variables x,y, z, ..., lorsque les fonctions reelles 

yi^y,■■■), x{x,y, ■ • •) 

sont l’une et l’autre symetriques, ou alternees, ou homogenes du 
degre a par rapport a ces memes variables. 

§ I"V. — Sur les fonctions imaginaires et entiires 
d’une ou de plusieurs variables. 

En vertu de ce qui a ete dit ci-dessus (§ I), 

?(^) + %(•*) V / ' zr ' 
et 

q(oc,y,z, . . .) + x (x,y,z, ...)\/=Y 
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sont deux fonctions imaginaires et entieres, l’une de la variable x, 
l’autre des variables x, y, z, ..., lorsque 

?( x ) et et i(x,y,z,...) 

sont des fonctions reelles et entieres de ces raemes variables. Par 
suite, si us(x') represente une fonction imaginaire et entiere de la 
variable x, la valeur de rz(x) sera determinee par une equation de 
la forme 

— «0 —-1— cc^ -4— . . . -4— (hq —)— b^x H— b% — . . .) — i, 

a 0 , a t , a 2 , ..., b 0 , b,, b 2 , ... designant des constantes reelles. On 
conclura de cette equation, en reunissant les coefficients des puis¬ 
sances semblables de x, 

( I ) gt ( x ) - ( Uq -4- bq \J — r) (cti - 4 - \J — j ) x - 4 - (#2“t - bz \J — 1 ) H - • • ■ ■ 

Pour que la fonction rz(x), determinee par la formulc precedente, 
s’evanouisse avec x, il faut que Ton ait 

«o+ 6 0 v /—~i = o, 

c’est-a-dire a 0 = o et b„ — o, auquel cas la valeur de a(x) se reduit a 

73 (x) = (a, -+- b t v/- i)x + (a 2 + b 2 \J— j)x* - 4 -. , . 

= x\a l -I- b x \J— i -1- (a-i-h b 2 \J — i)x -4- . . .]. 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la variables?, lorsqu’elle 
s’evanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par une 
seconde.fonction de la meme espece ou, en d'autres termes, est divi¬ 
sible par x. En partant de cette remarque, oh etendra facilement les 
theoremes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas oil les fonctions entieres 
qui s’y trouvent mentionnees sont en meme temps imaginaires. J’ajoute 
que ces deux theoremes subsisteront encore si Ton y remplace les 
valeurs particulieres et reelles attributes a la variable x, telles que 
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par des variables imaginaires 

Cl 0 -f- 6 0 — I , (Xi ~h \J ! ) &2 I ^2 \/ ' 1 * .... 

Pour demontrer cette assertion, il suffit d’etablir les deux proposi¬ 
tions suivantes : 

Theoreme I. — Si une fonction imaginaire et entiere de la variable x 
s'evanouit pour une valeur particuliere de cette variable, par exemple 
pour 

= 6oV' — 1 » 


cette fonction sera divisible algebriquement par 

X — cc 0 — 6 0 V— 1 • 

Demonstration. — En effet, soit 

m(x)=s cp(x) -h X (x)\/— 1 


la fonction imaginaire dont il s’agit. Si Ton y fait 

X “ 0!q sj — I + Z, 


z designant une nouvelle variable, on obtiendra evidemment pour 
resultat de la substitution une fonction imaginaire et entiere de z, 
savoir 

ro (« 0 + §0 v / — i -+- s); 


et, comme cette fonction de z devra s’evanouir pour z — o, on en con- 
clura que 

T 3 (x) = +-s) 

est divisible par 


z — x — a Q 




Corollaire I. — La proposition precedente subsiste dans le cas meme 
ou la fonction i(x) s’evanouit, c’est-a-dire dans le cas ou a(x) se 
reduit a une fonction reelle z>(x). 

Corollaire II. — Le theoreme precedent subsiste encore lorsqu’on 
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suppose & — o, et par consequent lorsque la valeur particuliere attri¬ 
bute a la variable x est reelle. 

Theorems II. — Si une fonction imaginaire et entiere de la variable x 
s evanouit pour chacune des valeurs particulieres de x comprises dans la 
suite 

a 0-t-6 0 s/— !, «l+SlS/— I> V / — 1 > ' • ■ •> «»-l+ 6/J-l v/- 1 > 

n designant un nombre entier quelconque, cetle fonction sera equivalente 
au produit des facteurs 

a o — y/— 1 > x — a i — $t s/— 1 1 x — a 2 — §2^— 1 > •••> ^ — a»-i — S«-i s/ 

par une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la variable x. 
Demonstration. — Soit 

la fonction proposee. Corame elle doit s’evanouir pour 

x — a 0 - f- 6 0 y/— 1 , 

elle sera, en vertu du theoreme I, algebriquement divisible par 

x — <*o — §0 V ^— 1 ’ 
et Ton aura, en consequence, 

( 2 ) m(x) = (x — <x 0 — 6 0 v/— 0 Q 0 , 

Q 0 designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x. La fonction us(x) devant s’evanouir encore lorsqu’on sup¬ 
pose 

x — a, + 6 , \j — 1 , 

cette supposition reduira necessairement a zero le second membre de 
l’equation (2), et, par consequent, Tun des deux facteurs qui le com- 
posent {voir .le Chapitre VII, § II, theoreme VII, corollaire II). De 

OEuvres de C. — S. II, t. III. ^ 
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plus, comme le premier facteur 

X — CC 0 — S 0 \! — I 

ne peut devenir nul pour 

x = a, + \/—i, 


tant que les valeurs particulieres 

a 0 + V/— [ > sti+^iS/— 1 


sont distinctes l’une de l’autre, il est clair qu’en attribuant a x la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra reduire a zero la fonction entiere 
Q 0 , et, par suite, que cette fonction entiere sera divisible algebrique-' 
ment par 

X - \J — I . 


On aura done 


Q 0 = (x — ec, — §, v/— i) Qi> 


Q, designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x\ en sorte que l’equation ( 2 ) pourra se mettre sous la forme 


(3) ta(d?) = (x — a„ — 6 0 y/— 1 ) (x — a, — 6, \J— 1 ) Q,. 

En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : x° que, la 
fonction a(x) devant s’evanouir en vertu de la supposition 

x — + @ 2 y/— 1, 


cette supposition reduit necessairernent a zero le second membre de 
l’equation (3), et, par consequent, l’un de ses trois facteurs; 2 0 que 
le facteur reduit a zero ne peut etre que la fonction entiere Q,, tant 
que les trois valeurs particulieres de x, designees par 

«o + 6 0 \/—I, H- @1 v/— 7 il, c«2 @2 V 7 -—^, 

sont distinctes l’une de l’autre; 3° que la fonction entiere Q ( , devant 
s’evanouir pour 

X ~ 0C 2 + §2 1 , 
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est algtbriquement divisible par 

x — — 6 2 y/ — i. 

On aura, par consequent, 

Q, = {x — y/— i ) Q 2 

et, par suite, 

(4) ro(ic) = (ar —a 0 —i) (j? — ot, — 6, v/—i) _ g 2 \/—^) Q 2 > 

Q 2 dtsignant encore une fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x. En continuant de la meme maniere, on finira par reconnaitre 
que, dans le cas ou la fonction entiere zs(x) s’evanouit pour n valeurs 
differentes de x, respectivement designees par 

«o-+- @0 v/— I» H- @1 V 7 "—H- v/— 1 » • • •» <*«_! + 6 «-l \J— I, 

on a necessairement 

® (&) — (x — «o— So ) (x — <x t — 6jy/— i) (x — a 2 — 6 2 y/— i )...(# — a„_ 4 — 6„_,y/— i 

Q designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. 

II est a peu pres inutile d’observer que le theoreme precedent sub- 
siste lorsqu’on suppose 

x (x) — o 

ou bien 

6 0 =o, @ 1 = 0 , o, ..., S„-i = o, 

c’est-a-dire lorsque la fonction &(x) ou les valeurs particulieres attri¬ 
butes a la variable x deviennent rtelles. 

A l’aide des principes etablis dans ce paragraphe, on demontrera 
sans difficulte que, dans le Chapitre IV (§ I), les thtoremes III et IV, 
avec la formule (i), peuvent ttre ttendus au cas ou les fonctions et les 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulieres 
attributes au'x unes et aux autres. On prouvera de mtme que les pro¬ 
positions I, II et III, avec les formules (i) et ( 2 ), dans le § II du Cha¬ 
pitre IV, et les formules ( 2 ), (3), (4), (5), (6) dans le § III du mtme 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs rtelles ou imagi- 



220 


COURS D’ANALYSE. 


naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, par 
exemple, on reconnaitra, en particulier, que l’equation (6) du § III, 
savoir 


( 6 ) 


(x -I- y) n 
1.2.3 .. .n 


x n 

i. 2 .3... n 


x n—\ 

1.2.3 .. .(n — i) 




i.2.3 . . .{n — i) 


y 1 

i.2.3 .. .n 


a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x et y. 


§ V. — Determination des fonctions imaginaires continues 
cl'une seule variable propres a verifier certaines conditions. 

Soit 

to (x) = tp(x) +y/— i x(x) 

une fonction imaginaire continue de la variable x, ©(a?) et yfx) de- 
signant deux fonctions continues, mais reelles. La fonction imaginaire 
m(x) sera completement determinee, si elle est assujettie a verifier, 
pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x et y, l’une 
des equations 

(1) &{x+y) = Tn(x) + in(y), 

( 2 ) m(x+y) = &(x) x rs(y), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes va¬ 
riables, l’une des equations suivantes : 

(3) m{xy) = xu(x) + nr(j), 

(4) &(xy) = &(x) x gj(j). 

Nous allons resoudre successivement ces quatre equations, ce qui 
nous fournira quatre problemes analogues a ceux que nous avons deja 
traites dans le § 1 du Chapitre Y. 

Pkobleme I. — Determiner la fonction imaginaire n(x) de maniere 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la va- 
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riable x, et que l’on ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(0 ro (x 4- y) = cr(a:)’-f nj(y). 

Solution. — Si, a 1’aide de la formule 
**(*) = ¥(*) 

on remplace dans l’equation (i) la fonction imaginaire ct par les fonc- 
tions reelles <p et cette equation deviendra 

9 ( x +y) + x(' 5C + y) \/—J = <?(&) + x(x)\/— 1, + cp(y) + 1 ; 

puis 1’on en conclura, en egalant de part et d’autre les parties reelles 
et les coefficients de \/— i, 

?(* + ?) = ?(&) + ?(?), 

x( x + y) = x( x ) + x(j). 

On tirera de ces dernieres formules (voir le Chapitre V, § I, pro¬ 
blems I) 

y(x) = xy(i), 

x (x) = xx(i) 

et, par suite, 

(5) rs(x) = «[<p(0 +X(0\/— J ] 

ou, ce qui revient au meme, 

(6) nj (a;) = a.- ro (i). 

II suit de ,1’equation (5) que toute valeur de vs(x) propre a resoudre 
la question proposee est necessairement de la forme 

(7) w(x) = (a + b\J— i)x, 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de vs(x) verifie 1’equation (i), 
quelles que soient les deux quantites a et b. Ces quantites sont done 
deux constantes arbitraires. 
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On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de vs(x), 
il suffit de remplacer, dans la valeur de y(x) que fournit l’equation (7) 
du Chapitre Y (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la constante 
arbitraire, mais imaginaire, 

a-\- b\J — 1. 

Probleme II. — Determiner la fonction imaginaire nix') de maniere 
qu elle reste continue enlre deux limites reelles quelconques de la va¬ 
riable x, et que Von ait, pour toules les valeurs reelles des variables x 
et y, 

(2) w(x-hy) = Tn(x)m(y). 

Solution. — Si dans l’equation (2) on fait x = 0, on en tirera 

nr(o) = 1 

ou, ce qui revient au raeme, a cause de la formule 

v(x) = (?(x) + x( a? )v/— , » 

<P(oH-x(°) >/— ] =I 

et, par suite, 

= x(°)=°- 

La fonction <p(x) se reduira done a 1 ’unite pour la valeur particuliere o 
attribute a la variable x; et, puisqu’on la suppose continue entre 
des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de 
cette valeur particuliere, tres peu differente de l’unite, par consequent 
positive. On pourra done, en designant par a un nombre tres petit, 
choisirce nombre de maniere que la fonction <p(a?) reste constamment 
positive entre les limites 

x — o, x a. 

Cette condition etant remplie, comme la quantite <p(a) sera elle-meme 
positive, si l’on fait 

P = '/ c P( o: ) 2 + X( a ) 2 - C = arc tang^7— > 

®(«) 

on en conclura 


®(«) = ?(a)H-X(«).v/— 1 = p(cos? -t- sin?). 
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Concevons maintenant que dans l’equation (2) on remplace succes- 
sivement y par y -+- z, puis z par 2 + a .on en deduira 

vs(x + y + z + ...) = rs(x)is(y)xs(z) 

quel que soit le nombre des variables x,y, z, ...; si, de plus, on de- 
signe par m ce meme nombre, et que Ton fasse 


x = y = z —.. a, 

1 ’equation que l’on vient de trouver donnera 

ns (mat) — [ra(a)] m = p OT (eos /n? -+- sin/n?). 
J’ajoute que la formule 

rz(ma) — p"*(cos mt, -+- \J— 1 sin/n?) 


subsistera encore si Ton y remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion ou meme par un nombre quelconque ( u. C’est ce que l’on prou- 
vera facilement ainsi qu’il suit. 

Si dans l’equation (2) on fait 


on en tirera 


1 

x — - a, 

2 


y = 


1 



= st( a) = p[cos£-+-\/— i sin?]; 


puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
que les parties reelles soient positives, et observant que les deux 
fonctions cosx restent positives, la premiere entre les limites 

x — o, x — a, la seconde entre les limites x — o, x = £, on trouvera 


T3 - a. ) = © - <* 


s _c 
2 


x (i a )v^T = p 2 ( co s| + V ^s i n 
De meme, si dans l’equation (2) on fait 


*= 5 “’ 


1 
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on en tirera 


Ki“)]* = ®G a ) =p * 


r _ # T \ 

COS - + v/~ 1 S ' n ~ ) J 


puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
a obtenir des parties reelles positives, 




Par des raisonnements semblables, on etablira successivement les for- 
mules 

~ p8 ( cos 1 

ro (T6 a ) :=pA ( cos 4 H ^ :=:Tsin A)’ 


et, en general, n designant un nombre entier quelconque, 

* (i a ) = p" [ cos (i ? ) + ^ sin (r« 0_ • 

Si Ton opere sur la valeur precedente de pour en deduire celle 

de corame on a opere sur la valeur de ct(oc) pour en deduire 

celle de on trouvera 

55 (5 a ) = P" [ cos (5 ? ) + ^ (g ?)], 

ou, ce qui revient au meme, 
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puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a s’approcher 

indefiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra les 
equations 

9(fia)— pP'COSfi?, x(p a ) = P ilsin P?> 

desquelles on conclura 

(8) nT(p.a) — p('-(cospiC -+- \J— i sinpt-C). 

De plus, si dans l’equation (2) on pose 


■a; —pee, — 

on en tirera 

= = p-P[cos(-f*?)-t-\/= 7 sin(— f*?)]. 

La formule (8) subsistera done lorsqu’on y remplacera p. par — p.. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs reelles quelconques posi¬ 
tives ou negatives de la variable x, 

(9) m(ocx) = p x [cos?^ -+- [ sin?#] = [ro(a)] x . 


Si dans cette derniere formule on ecrit - au lieu de x, elle deviendra 

a 

(10) rn(x) — p a j^cos + v/— 1 sin = [nr(a)]“; 

et si Ton fait ensuite, pour abreger, 

(") P*~ A ’ l = b ’ 

on trouvera 

(12) 5j(#):=A a: (cos6#-l-y / —isinfc#). 

Ainsi toute valeur de vs{x), propre a resoudre la question proposee, 
sera necessairement de la forme 

A x (cos bx + sin bx), 

A, b designant deux constantes reelles, dont la premiere ne pourra 

OKuvres de C *— S. II* t* HI. ^9 
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etre que positive. 11 est d’ailleurs facile de s’assurer qu’une semblable 
valeur de vs(x') verifie I’equation (2), quelles que soient la valeur du 
nombre A et eelle de la quantite b. Ce nombre et cette quantite sont 
done des constantes arbitraires. 

Corollaire. — Dans le cas particular oil la function <p(x) doit rester 
positive entre les limites x = o, x — 1, on peut, au lieu de supposer a 
tres petit, prendre a = i; et Ton conclut alors immediatement des 
equations (9) et (10) 

(1 3 ) vs{x) = O(l)]*. 

Probleme III. — Determiner la fonction imaginaire vs(x') de maniere 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va¬ 
riable x, et que l’on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x 
ety, 

(3) vs(xy) —vs(x) + vs{y). 

Solution. — Si, a l’aide de la formule 

T3{x) = y(x) -e-x(x)\/- 1 , 

on remplace dans [’equation ( 3 ) la fonction imaginaire vs paries fonc- 
tions reelles cp et puis, que 1’on egale de part.et d’autre les parties 
reelles et les coefficients de \J — 1, on trouvera 

= <?( x ) -h 
— xO) + x(7)- 

Si, de plus, on designe par A un nombre quelconque et par L la 
caracteristique des logarithmes dans le systeme dont la base est A,* 
on tirera des equations precedentes ( voir le Chapitre Y,. § I, pro¬ 
bleme III) 

o(x) — ©(A) L(x), 

Xl' 27 ) = X(Y) L{x), 

et Ton en conclura 

04) ^(■ 2; ) = [?(A)-l-x(A.)V ,Zr (jL(a;) 
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oti, ce qui revient au meme, 

(io) m(x) — 57(A) L(x). 

11 suit de la formule (i4) que toute valeur g(x) propre a resoudre la 
question proposee est necessairement de la forme 

(16) 7 n{x)—-(a + 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de u(x) verifie l’equation ( 3 ), 
quelles que soient les quantites a et b. Ges quantites sont done deux 
constantes arbitrages. 

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de &(x), 
il suffit de remplacer, dans la valeur de y(x) que fournit l’equa- 
tion (12) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire, 

a - 4 - b\J— 1 . 

4 

Nota. — On pourrait arriver tres simplement a l’equation (i 5 ) de la 
maniere suivante. 

En vertu des forrnules identiques 

x = A Lx , y — A L r, 

l’equation ( 3 ) devient 

ro ( A L L r) = nr(A Lx ) + ro( A L >')- 

Comme, dans cette derniere, les quantites variables Lx, Ljadmettent 
des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il en resulte 
qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 

Ct V 

ro(A a! - , -3') = J!i(A a: )+Br(Ay). 

On en conclura [voir le probleme I, equation (6)] 


et, par suite, 


nr (A x ) = x 57 (A 1 ) = x 57(A) 
57 (A Lx ) = 57(A) La; 



228 


COURS D’ANALYSE. 


ou, ce qui revient au meme, 

7n(cc) — A) Lx. 

Probleme IY. — Determiner la fonction- imaginaire rs(x') de maniere 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va¬ 
riable x, et que Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x 
ety, 

(4) a(xy) = m{x)Tx{y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution de ce probleme 
line methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le second; mais on arrivera plus promptement a la solution cherchee, 
si I’on observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithmes dans le systeme dont la base est A, on peut mettre l’equa- 
tion (4) sous la forme 

ra(A L ' r+ Lj-)=e( A L *) ® (A L '). 

Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables Lx, Ly 
admettent des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il 
en resulte qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles de.s va¬ 
riables x et y, 

ts(A. x+ v) =5j(A*)5T(A:r). 

On en conclura, en representant par a un nombre tr'es petit et en 
remplagant dans l’equation (io) du second probleme vs(x) par ct(A*), 

5j(A x ) = [nj(A a )]“. 

On trouvera par suite 

L ,r 

bj(A l *) = |>(A*)] « 
ou, ce qui revient au meme, 

L r 

( 17 ) w(aO = |>(A“)] “ . 

II est essentiel d’observer que la fonction imaginaire u(A x ), et par 
consequent sa partie reelle ^(A®), se reduisent a l’unite pour x~ o, 
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire u(x) et sa partie 
reelle y(x) se reduisent a l’unite pour x — \. C’est ce que 1 ’on peut 
demontrer directement, en prenant dans l’equation ( 4 ), 


x = A 0 = i. 

Quant au no'mbre a, il doit seulement etre assez petit pour que la 
partie reelle de la fonction imaginaire w(A®) reste constamment posi¬ 
tive entre les limites x — o, x = a. Cette condition etant remplie, la 
partie reelle de l’expression imaginaire 

rn (A“.) = 9 (A“) 4 -1 (A“) v^— i 


sera elle-meme positive; et par suite, si Ton fait 


on aura 


.p = v/[cp(A a )] 2 -+- [x(A a )]% C= arc tang 
®(A a ) = p(cos? 4 - \J — t sin?). 


Cela pose, l’equation ( 17 ) deviendra 



En vertu de cette derniere equation, toute valeur de m(x) propre a 
resoudre la question proposee sera necessairement de la forme 

(19) ra(x) = ^®[cos(6L^) 4- \/— 1 sin(6L^)J, 

a, b designant deux quantites constantes. 11 est aise, de plus, de s’as- 
surer que ces deux quantites constantes doivent. demeurer entiere- 
ment arbitraires. 
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CHAPITRE IX. 


DES SERIES IMAGINAIRES CONYERGENTES ET DIVERGENCES. SOMMATION DE QUELQEES SERIES 
IMAGINAIRES CONYERGENTES. NOTATIONS EMPLOYEES POUR RErRESENTER QEELQEES FONC- 
TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLF.S ON SE TROIIYE CONDUIT PAR LA SOMMATION DE CES 
MEMES SERIES. 


§ I. — Considerations generates sur les series imaginaires. 
Soient respectivement 

(1) Po, Pi, Pi, * • • , Pm ■ ■ ■, 

( 2 ) q 0 , q j, q. 2 , * * •> q m - • • 

deux series reelles. La suite des expressions imaginaires 

(3) Po+q 0 \/—i, Pi + q i\/— 1 , Pz-hqW— ■■■> Pn + q n s/— 1 , 
formera ce qu’on appelle une serie imaginaire. So it, de plus, 

Sn — (po + qo ^— 1 ) + (p 1 -+- <?i v / — 1) -t-.. • (p„-1 -+- q n -1 — 1 ) 

= {Po + Pi + • ■ • + Pn- 1 ) ■+- iqo + <7l + • • • + \/— 1 

la somme des n premiers termes de cette serie. Selon que, pour des 
valours croissantes de n, s n convergera ou non vers une limite fixe, on 
dira que la serie ( 3 ) est convergent et qu’elle a pour somme cette 
limite, ou bien qu’elle est divergent et n’a pas de somme. Le premier 
cas aura evidemment lieu si les deux sommes 

Po -+- Pi + • • ■ + Pn- 1, 
qo + < 7 i + • . • + q n -1 

convergent elles-memes, pour des valeurs croissantes de n, vers des 




PREMIERE PA II TIE. - CHAPITRE IX. 


231 

limites fixes, et .le second, dans la supposition contraire. En d’autres 
termes, la serie ( 3 ) sera toujours convergente en mesme temps que les 
series reelles (t) et (2). Si ces dernieres, ou l’une d’elles seulement, 
deviennent divergentes, la serie ( 3 ) le sera egalement. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la serie ( 3 ) qui correspond 
a l’indice n, savoir 

Pn (Jn I , 

est ce qu’on nomme son terme general. 

L’une des series imaginaires les plus simples est Celle qu’on obtient 
en attribuant a la variable x, dans la progression geometrique 

I 'V* an 2 naTb 

I, Usy U‘ y ^ > * * 4 > 


une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idees, que 1 ’on fasse 

x = z(cosO -+- \J— 1 sin#), 

z designant une nouvelle variable supposee reelle, et 6 un arc reel. La 
progression geometrique dont il s’agit deviendra 

t, z(cos$ -t- \/— r sin 9 ), ^ 2 (cos20 \/— 1 sin 2 9 ), ..., 

..., z n (cosn9 -f- sj — 1 sin nd), .... 



Pour obtenir 1 ’equation qui determine la somme des n premiers termes 
de la serie precedente, il suffit de remplacer x par s(cos 9 - 4 - \J — 1 sinO) 
dans la formule 

I CC n 

I+«+S , + ...+ X n ~ l —- 

I — X I - X 

On trouve de cette maniere 


( 6 ) 



(cos 9 -t- \/— 1 sin ( 5 ) -4- ^ 2 (cos2 0 -1- 1 sinad) -K .. 

-h z n ~ l [cos(« — i)0 + — 1 sin (/i — i)d] 

1 s"(cos«0 -4-y/— 1 sinnS) 

! _ ,c(cos0 + \J— 1 sin0) 1 — s (cos 9 -f- \J~~- 1 sinS) ’ 


et, eommc, pour des valeurs croissantes de n, le module de 1’expres- 



232 


COURS D ANALYSE. 


sion imaginaire 

z ,l (cosn8 4- v/— i sinnfl) 

—,... . ,—- > 

i — ^ cos @ — z sin d y — i 

savoir 

-4- /r/t 

1 . XS 

- 

(I -=- 2 Z COS 0 + 5 2 ) 2 

converge vers la limite zero ou qroit au dela.de toute limite, suivant 
qu’on suppose la valeur numerique de z inferieure ou superieure a 
l’unife, on doit conclure de l’equation (6) que la serie ( 5 ) est, dans 
la premiere hypothese, une serie convergente qui a pour somrne 


j — z cos d — 5 sin 6 \f— 1 

et, dans la seconde hypothese, une serie divergente qui n’a plus de 
somrne. 

La somrne d’une serie imaginaire convergente s’indique, comme 
si la serie etait reelle, par la somrne de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela pose, si l’on appelle s la somrne de la serie ( 3 ) supposee con¬ 
vergente, et que, dans la formule (4), on fasse croitre n indefiniment; 
on trouvera, en passant aux limites, 

* — ( Po 4 - ? 0 \/— I) -+- (pi 4- qi Y— 0 + {Pi 4- ?2 V 7 — 1 ) • • • 

— (/ ? 0 + / ? l+P2+ - • •) + (<7o + r l\ 4“ <72+ - • ■) 1 • 

De meme, lorsqu’on supposera la valeur numerique de z inferieure a 
1’unite, on tirera de l’equation (6), en faisant croitre n au dela de 
toute limite assignable, 

| 1 4- z(cos8 4- \/— i sin 0) 4 - 5 2 (cos 2 0 4- y 7 — * sin 2 0) 4--.. 

(8) j _ i _ i — z cos0 4 - 2 sin0 \J — i 

( _ i —5cos0—5Sin0v/^7 i — 2 scos 04-« 2 

En vertu de la formule (7), le premier membre de l’equation (8) peut 
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etre presente sous la forme suivante : 

0 + s cos 6 -i- s 2 cos 2 0 + ...)-4-(^sin0 + s 2 sin 20 +...)[/ — i . 

On aura done, pour des valeurs numeriques de s inferieures a l’unite, 


(i -+- z cos8 + z 2 cos 2 0 -+- ...) -+- [z sin0 s 2 sin 2 0 -+-...) \J — i 

^ j _ i — z c os0 ssind i - 

( I — 22 COS0 H-.S 2 ^ 1 — 2 z cos 9 -+- z 2 ^ 


On en conclura 

J -¥ Z COS0 -+- Z 1 COS 2 0 -t- 2 3 cos 30 -t-.. 

- sin 0 -4- z 2 sin 2 0 -+- 2 3 sin 30 -t-... = 


(io) 


I — z cost 


I — 2 Z COS C7 -+- z 1 - 

z sin0 

1 — 2 Z COS 0 -+- Z l 


(5 —- I, Z --v- 1 ). 


Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire de x dans la progression 
geometrique 

r 'Y' /y»2 sy. ft 

y •A' y > • • f O' ^ • 

suffit pour conduire a la sommation des deux series 


00 


1 , 2 COS 0 , z 2 cos 2 0, ..., z' l cosn9, ..., 
.ssin0, c 2 sin 2 0, ..., 5"sin«0, 


toutes les fois que la variable s reste comprise entre les limites 


Z — *— I , Z — I, 

e’est-a-dire toutes les fois que ees deux series sont convergentes. 

Les premiers membi’es des equations (10) etant (en vertu du theo- 
reme I, Ghapitre VI, § 1 ) fonctions continues de la variable z, dans le 
voisinage de toute valeur particuliere comprise entre les limites 


s = — I, Z — ~ f- I, 

le premier membre de l’equation (9) sera lui-meme, dans le voisi¬ 
nage d’une semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce premier 
membre n’est autre chose que la somme de la serie ( 5 ), dont les dif- 

3o 


OEuvrcs de C . — S. ll, t. III. 
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ferents termes restent fonctions continues de z entre des limites quel- 
conques. En generalisant la remarque qu’on vient de faire, on obtient 
la proposition suivante : 

TiieokE-ME I. — Lorsque les differents termes de la sene ( 3 ) sont des 
fonctions d une meme variable z, continues par rapport a cette variable 
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle cette serie est 
corwergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette 
valeur particuliere, fonction continue de z. 

Demonstration. — En effet, dans le. voisinage de la ,valeur particu¬ 
liere attribute a la variable z, la serie ( 3 ) ne peut etre convergentc.et 
avoir pour ses differents termes des fonctions continues de s, qu’au- 
tant que les series reelles (i) et (2) jouissent 1’une et l’autre des 
memes proprietes : or, dans cette hvpothese, chacune des sommes 


P 0 -r P 1 -+- Pt~h ■ ■ 

< 7 o —t— < 7 i-e ■ • 

etant (en vertu du theoreme I, Chapitre YI, § I) fonction continue de 
la variable z, il en resulte que la somme de la serie ( 3 ), savoir 

— (/>o-e Pi + p s -t-. ..) + (7o-t- <7, -+- q 2 -h ...) y / — x 

sera aussi fonction continue de cette variable. 

Supposons maintenant que Ton designe par 


Po> p i> p2> 

les modules des differents termes de la serie (3), et par 

cos 0,,- 1 - sin0„, cos0,-t- f— 1 sin0j, cos0 2 -f- ytT sin0 2 , ... 

les expressions reduites correspoudantes, en sorte qu’on ait generale- 
ment 

P«— (/>« + </«)% 

P» + 'hi \]~ 1 = p*( cos0„ + v /: - I sin 0„). 
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La serie ( 3 ) deviendra 

P„(COS0 U H-v'— I sin (9 0 ), 
p, (cos 0, i sinS, ), 

p s (cos 9 t -4- \i — i sin 9 ,), 

.J 

p„(cos 0 n + \[-—i sin0„), 

I .. 

et l’orv pourra ordinairement decider si cette serie est convergente ou 
divergente, a l’aide du theoreme que je vais enoncer. 

Theoreme II. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

t 

tandis que n croit indefiniment, Vexpression (p„)". Suivant que la plus 
grande de ces limites sera inferieure ou superieure a Vunite, la serie ( 3 ) 
sera convergente ou divergente. 

Demonstration. — Considerons d’abord le cas oil les plus grandes 

valeurs de 1’expression (p„) n convergent, tandis que n croit indefini- 
ment, vers une limite inferieure a l’unite. Dans ce cas, la serie 

(13) o 0 , p,, p 2 , ..., p„, ... 

etant convergente (Chapitre YI, § II, theoreme I), les series 

( p 0 COS @ 0 , p,cos9,, p 2 COS0 2 , ..., p^COS#,,, ..., 

(14) i 

(posin^o, p l sin0 1 , p 2 sin0 2 , ..., p„ sin0„, 

le seront egalement (Chapitre YI, § III, theoreme IV), et la conver¬ 
gence de ces dernieres entrainera celle de la serie (12), qui n’est que 
la serie ( 3 ) presentee sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

f 

les plus grandes valeurs de (p„)" convergent vers une limite supe¬ 
rieure a l’unite. Dans cette hypothese, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable a celui que nous avons employe dans le Chapitre YI 
(§ II, theoreme I), que les plus grandes valeurs du module 



p»— {pl + qlY 
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croissent avec n au dela de toute limite, ce qui ne peut etre vrai 
qu’autant que les plus grandes valeurs des deux quantites p n , q n , 
ou au moins de l’une d’elles, croissent de meme indefiniment. Or, 
comme ces deux quantites sont les termes generaux des series (i) 
et. (2), on doit conclure que, de ces deux series, Tune au moins est 

divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la serie ( 3 ). 

* 

Scolie I. — Le theoreme qu’on vient d’etablir ne laisse d’incerti- 

tude sur la convergence ou la divergence d’une serie imaginaire que 

1 

dans le cas particulier oil la limite des plus grandes valeurs de (p„)' 1 
devient egale a l’unite. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours 
facile de decider la question. Toutefois on peut affirmer que, si la 
serie (i 3 ) est convergente, les series (14), et par suite la serie (12), 
le seront pareillement. La reciproque n’est pas vraie, et il pourrait 
arriver que, la serie (12) restant convergente, la serie (r 3 ) fut diver¬ 
gente. Ainsi, par exemple, si Ton suppose 

P«=;TT7’ 

on obtiendra, a la place des series (12) et (i 3 ), les deux suivantcs 

V 7 -', +-3-^, •••» 

I I I 

il’ 3’ 4’ 

dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste conver-, 
gente et a pour somme 

V 7 — 1 O2), 

/ designant la caracteristique des logarithmes neperiens. 

Scolie II. Lorsque, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 

pff-n 

Pn 

s approche indefiniment d une limite fixe, cette limite est egalement 
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celle vers Iaquelle convergent les plus grandes valeurs de 1’expres- 

1 

sion (p„) n . 

Le theoreme Y du § HI (Chapitre VI) est evidemment applicable 
aux series imaginaires aussi bien qu’aux series reelles. Quant au theo¬ 
reme VI du merae paragraphe, on doit, lorsqu’il es.t question des series 
imaginaires, le remplacer par le suivant: 

Theoreme III. — Soient 


(i5) 


Uo, 

«1, 

M 2 f 

* 9 Unf 

Vo, 

Vi, 




deux series convergences, mais imaginaires, qui aient respectivemenC pour 
sommes s et s'. Si chacune de ces series reste cornergente lorsqa on reduiC 
ses differents termes a leurs modules respecdfs, 


(. 6 ) 


( «0 l’o, «0 <; 1 -I- «1 <’0» «0 (, 2 + «1 <’l -I- U % f’o. ■ 

i u o v n + u \ v, 1—i■+-•.• 4- U/t_ie,-t- u n e 0 , 


sera une nouvelle serie convergence imaginaire, qui aura pour somme ss'. 

DemonsCraCion. — Designons respectivement par s„, s' n les sommes 
des n premiers termes des deux series (i 5 ), et par s" la somme des 
n premiers termes de la serie (16). On trouvera 

s n s n — s n = 11 n -1 v n-\ + ( u n- 1 M«—2 v n-\ ) + - • • 

■+■ ( 1 Vi -+- Un —2 ^2 ■+■ • • ■ ■+- Vn-l -+- U'i V/i—i). 

Designons encore par p n et p' n les modules des expressions imaginaires 
u,i et v n , en sorte que ces expressions soient determinees par des equa¬ 
tions de la forme 

« B =p«(cos0„-!-v/— i sine,,), 

«^ = p' n ( cos0 » +V 1 - 7 * sine;,). 

Les series reelles 

p0, Pi > p2> • * • > Pnt 
Po> P1’ P2> ‘ Pen 


* * 5 
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etant convergentes par hypothese, on en conclura, comme dans le 
Chapitre Y 1 (§ III, theoreme YI), que la somme 

p/i — 1 p n - 1 ( P/1,— 1 P/i—2 ^ Pn-2 P„ — i ) * • ' 

+ (p n -l Pi + pil-2 p’j + •••-+- P 2 P,i-2 + Pi P/2 -1 ) 

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. II en 
sera de meme a fortiori des deux sommes 

p«-ip«_i cos(e„_,-p 0'„_,) 

-+- [pM-1 p'„- 2 COS(0„_ 1 + 0„_ 2 ) -I- P«-2 P/1-1 COS ( + 0,i- 1 )] 


et 


+ [ p n -i p, COS ( 0„_ 1 + 0, ) -t- p „-2 p.) COS ( 0/1-s + ) + • • • 

■+■ P 2 p,i — 2 cos (0-1+ 0;i— 2 ) + pi P«_i COS (01 + 0'„_ l )] 

p/i-1 pn-i sin (0/1—1 + 0 „- ]) 

■+■ [p/i —1 p/i— 2 sin (0,i-i + 0„_i) + p „_2 p„_, siri (0„_ 2 + 0„_i)] 


[p,,_i p' t sin (0„-, + 0',) + p/, —2 p' 2 sin (0 7l _ s + 0',) +... 

■+■ P* p/i-s sin(0-2+ 0’,_j) + pi p'/i-i sin (0, + 0'„_ ( )], 


dorit la premiere represente evidemment la partie reelle de [’expres¬ 
sion imaginaire 

tandis que la seconde represente le coefficient de y/— 1 dans cette 
expression. Par suite, s a s' H — s' n convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zero; et, comme s, l s' a s’approche inde- 
finiment de la limite ss', il faudra de toute necessity que l’expres- 
sion s" n , c’est-a-dire la somme des n premiers termes de la serie (16), 
s’approche elle-meme indefiniment de cette derniere limite. 11 en 
resulte : i° que la serie (16) est convergente; 2 0 que cette serie con- 
vergente a pour somme ss'. 
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§11. — Des series imaginaires ordonnees suivanl lespuissances ascendantes 

et enlieres d’une. variable. 

Soit x une variable imaginaire. Toute serie imaginaire or’donnee 
suivant les puissances ascendantes et entieres de la variable x sera de 
la forme 

O 0 + b„ v/— 1 , («i ■+• b { \J— i)x, b t \/— i)x*, 

(a n -h b n ~\)x n , 

a a , a,, a 2 , ..., a n , ..., b 0 , b ,, b 2 , ..., b n , ... designant deux suites 
de quantises constantes. Dans le cas oil les constantes de la seconde 
suite s’evanouissent, la serie precedente se reduit a 

( 1 ) «<,> a t x, a 2 x*, . .., a n x n , .... 

Nous considererons en particulier dans ce paragraphe les series de 
cette derniere espece. Si, pour plus de commodite, on pose 

( 2 ) x — s(cos0-h y — f sin$), 

z designant une variable reelle et 9 un arc reel, la serie (. 1 ) deviendra 

<2 0 , (?! s(cos@ - 1 — \j— 1 sin0), a 2 ^ 2 (cos 2 @ y^A sin 20 ), ..., 

..., a n s"( cosnd + \/ — 1 sin«0), .... 

Soit maintenant, comme dans le Chapitre VI (§ IV), A la plus grande 
des limites vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, 
la racine n ikme de la valeur numerique de a n . La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la meme hypothese la racine 7i ieme du 
module de l’expression imaginaire 

a tl x n = a u z n {cosn 6 -+- y —, 1 sinn 0) 

sera equivalente a la valeuf numerique du produit 

As; 

et en consequence (voir ci-dessus le § 1, theoreme II) la serie (3) sera 
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convergente ou divergente suivant que le produit As aura une valeur 
numerique inferieure ou superieure a 1 ’unite. On deduit immediate- 
ment de cette remarque la proposition suivante : 


Theoreme l. La serie (3) est convergente pour toutes les valeurs de s' 
comprises entre les limites 





A’ 


et divergente pour toutes les valeurs de s situees hors des mimes limites. 
En d’aulres termes, la serie (i) est convergente ou divergente suivant que 
le module de l’expression imaginaire x est inferieur ou superieur a -f • 

Scolie. — Lorsque la valeur numerique du rapport converge, 

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est 
precisement la valeur de la quantite positive designee par A. 

Corollaire I. — En comparant le theoreme precedent au theoreme I 
du Chapitre VI (§ IV), on reconnaitra que, si la serie (i) est conver¬ 
gente pour une certaine valeur reelle de la variable x, elle demeurera 
convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur reelle 
serait, au signe pres, le module. Par suite, si la serie (i) est conver¬ 
gente pour toutes les valeurs reelles de la variable x, elle restera con¬ 
vergente, quelle que soit la valeur imaginaire que Ton attribue a cette 
variable. 

Corollaire II. — Pour appliquer le theoreme I et le precedent corol¬ 
laire, considerons les quatre series 


(4) 


x, 

■X-, 

ryi It 

* * * > X > 

. . ., 

(5) 

I , 

-x, 

i 


p(f*-i)...(p-« + 0 * 



5 

1.2 ’ 

1.2.3 ...» 

• • • 5 

(6) 


X 
— ? 

X 2 

x n 

* * * 7 --- f 



1 

1 .2 

i.2.3... n 


(7) 




x rL 



X, 

- - y 

±— > 

* * *? 




2 

n 
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p. designant dans la seconde une quantite quelconque. De ces quatre 
series les deux premieres, ainsi que la derniere, restent convergentes 
pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre les limites 


x — — I, X —-}- I, 


et la troisieme pour des valeurs reelles quelconques de la variable x. 
Mais si, au lieu d’attribuer a x une valeur reelle, on suppose 

x — z(cosd -+- y/— i sin 9 ), 

a la place de ces quatre series, on obtiendra les suivantes 

.z(eos 04 -y/—isin$), 3 2 (cos 29 4- y/— 1 sina 9 ), ..., 

..., z n (c,osnQ 4 - y/— 1 sin/i 0 ), 



1, -z (cos 6 4-y/— 1 sin 9 ), —^— 1 - z 2 (cos 25 h- y/— 1 sin 2 0 ), ...» 


( 9 ) 


1.2 


(10) 


..., 3^ n n + ^ ^"(cos nd 4 -y/— 1 sinrafl), 

s(cos 9 4- y/— 1 sin 6) 3 2 (cos 2 9 4- y/—1 sin 2 9 ) 

- 1 -'? -> ...5 

I 1.2 

z n (cosn 9 4- y/— 1 sin nd) 

' 1 . 2 . 3 . . .n ’ ' ’ 

;(cos 9 4- y/— 1 sin 9 ) 3 2 (cos2 9 4- y/— 1 sin 29) 


(11) 


3 ,l (cos «.9 4- y/— i sin/i 9 ) 


dont les deux premieres et la derniere resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de 2 comprises entre les limites 


■* — ' 1 , 3 — 4 - 1 , 

tandis que l’avant-derniere sera toujours convergente, quelle que soit 
la valeur reelle de 2. 

Apres avoir fixe les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 
rendre la serie ( 3 ) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 31 
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des principes etablis dans le paragraphe precedent, les theoremes III, 

IV et V du Chapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent etre 
etendus au cas oil la variable x devient imaginaire. On devra seule- 
ment admettre, dans 1 ’enonce du theoreme IV, que chacune des series 

a 0 , a v x, a 2 x 2 , 
b 0 , b^x, b % x 2 , 

reste convergente lor.squ’on reduit ses differents termes non plus a 
leurs valeurs numeriques, mais a leurs modules respectifs. Cela pose, 
si roil designe par rc(p.) ce que devient le second membre de l’equa- 
tion (io) (Chapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue a a? la valeur imagi¬ 
naire 

(cos# -+- \J— i sin#), 
ou, en d’autres termes, si Ton fait 

(12) nr(|j.) — t -t- — s(cos# -t- \J — 1 sin#) + —— 3 a (cos 2 # -+- \/— 1 sin 2#) +..., 

f I . 2 

on trouvera, au lieu de la formule (16) (Chapitre VI, § IV), la sui- 
vante : 

(i 3 ) ro(p.)ro(p.') = ro(fH-|x'). 

II est essentiel de remarquer que cette derniere formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z = — 1, 

- = + 1, et qu’entre ces limites la fonction imaginaire u([/.), c’est- 
a-dire la somme de la serie (9), sera en meme temps continue par rap¬ 
port a 3 et par rapport a p. (voir ci-dessus le § I, theoreme I). 

Concevons a present qu’au lieu de la serie (9) on considere genera- 
lement la serie ( 3 ), et que dans cette derniere on fasse varier la valeur 
de z par degres insensibles. Tant que la serie ( 3 ) sera convergente, 
c’est-a-dire tant que la valeur des restera comprise entre les limites 

1 1 

A A 

la somme de la serie sera une fonction imaginaire continue de la va- 
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riable z. Soit tr(s) cette fonction continue. L’equation 

ot(.z) = a 0 H- a^z (cos 0 4 v/— i sin0) -t- a 2 .a 2 (cos 2 0 -+- \/— i sin 2 0) 4. . . 

subsistera pour toutes les valeurs de s renfermees entre les limites 
— 4 - ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

de la serie, comme on le voit ici : 

(i4) ro(a) = a„4 «i-s(cos0 4 y/— i sin0) 4 a 2 a 2 (cos20 4 \/— i sin 2 0) 4 ... 



On doit observer que l’equation precedente equivaut toujours a deux 
equations reelles, En effet, si l’on pose 

(i5) m{z) = o(z) 

<p (z) et x(s) designant deux fonctions reelles, on tirera de l’equa- 

tion‘(i4) 

o(z) = a 0 + a t z cos 0 4- a^z"- cos 2 0 4.. 
j'(z)= a t z sin 0 4 a 2 .z 2 sin 2 0 4 .. . 



Lorsque la serie (3) est donnee, on peut quelquefois en deduire la 
valeur de la fonction &(x) sous forme finie, et c’est la ce qu’on appelle 
sommer la serie. Nous avons deja, dans le § 1, resolu cette question 
pour la serie ( 8 ). Nous allons maintenant chereher a la resoudre pour 
les series ( 9 ), ( 10 ), ( 11 ); et, en consequence, nous traiterons l’un 
apres l’autre les trois problemes qui suivent. 

Probl£me J. — Trouver la somme de la serie 
(9) 1, ^ s(cos0 4 \J— 1 sin0), - T --z 9 -(cos2 0 4 \J— 1. sin 2 0), 

I 1.2 

dans le cas oil l’on attribue a la variable z une valeur comprise entre les 
limites 

Z — — I j Z '■— -I • 
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Solution. — Soit ct((J.) la somme cherchee. En designant par a' une 
quantite reelle differente de p., on trouvera 

(i 3 ) us(/j.) = sj(ix- h fj.'). 

L’equation precedente, etant semblable a l’equation (2) du Cha- 
pitre VIII (§ Y), se resoudra de la meme maniere; et Ton en conclura 

nr(p) — rKcos/LU -h^—i sin pt), 

le module r et Tangle t etant deux quantites constantes par rapport 
a p., mais qui dependent necessairement de z et de 0 . On aura done, 
entre les limites z = —1, z — 1, 


( 1 4- -z(cos0 4- s/— 1 sin0) 4- —— 3 2 (cos 2 0 4- y/— 1 sin2 0) 4-... 

(17.) j 1 12 

( = /^(cos/j.; y/— 1 sinpu). 

Pour determiner les valeurs inconnues de r et de t, on fera, dans 
l’equation (17), p. — 1, et Ton en tirera 


i 4- 3 cos0 -+- 3 sinS y/— 1 — r cos t 4- r sin£ y/— 1 

ou, ce qui revient au meme, 

14- 3 cos0 = r cos t, 
z sin 9 — r sin i. 

On trouvera par suite 

I 

r=(i+2z cos 9 + z-y; 


. 1 J —1_ jr PQC Q 

puis, en observant que cosi =---reste positif pour toute va- 

leur numerique de z inferieure a l’unite, et designant par k un nombre 
entier quelconque, 

, . ssin0 

t — arc tang—- - ± 2 kit. 

0 1 4— z cos 9 


Cela pose, si 1 ’on fait, pour abreger, 
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l’equation (17) deviendra 

l 1 4 - - s(cos 0 4- y/— 1 sinS) 4- -— s 2 (cos2 0 4- y/— 1 sin2 0 ) 4- ... 

(19) j 1 , 1-2 

( = (1 4- iz cos0 -+- s 2 )' 2 ^ (cos^< 4- y/— 1 sin pt) 

( z =— i , 2 = 4-1), 

la valeur de / etant determinee par la formule 

(20) t — s dr 2&7t, 

dans laquelle le nombre entier k ne peut dependre que des quantites 
js et 0. 

Remarquons a present que le premier membre de l’equation (19) 
est, entre les limites z = — 1, s — -hi,- une fonction continue de z, 
qui varie avec z par degres insensibles, quelle que soit la valeur de p. 
Le second membre de l’equation devra done jouir de la meme pro- 
priete, ou, en d’autres termes, les quantites 

- |i 

(l 4- 22 COS 0 -t- 2 2 ) 2 COS fLt, 

£ 

(1 -1- 2 z cos 0 4- s 2 ) 2 sin [xt 

et, par consequent, les suivantes 

cos ix t, sinf /4 

devront varier avec z par degres insensibles, pour toutes les valeurs 
possibles de p. Or cette condition ne peut etre remplie que dans le cas 
oil t lui-meme varie avec z par degres insensibles. En effet, si un 
accroissement infiniment petit de z produisait un accroissement fini 
de t, de maniere a changer t en t 4 a, a designant une quantite firtie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 

p.<, fjt(£4-<2) 

ne pourraient demeurer sensiblement egaux, qu’autant que la valeur 
numerique du produit p a serait a tres peu pres un multiple de la cir- 
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conference, ce qui ne peut etre vrai que pour des valeurs particulieres 
du coefficient p., et non pas generalement pour des valeurs finies quel- 
conques de ce coefficient. On doit done conclure que fare t — s± ikit 
est fonction continue de z; et, comme des deux quantites s, k, la pre¬ 
miere, determinee par fequation (iB), varie avec z d’une maniere 
continue entre les limites z = — r, z — + r, tandis que la seconde, 
assujettie a rester toujours entiere, n’admet que des variations finies 
d’une ou de plusieurs unites, il est clair que, pour satisfaire a la con¬ 
dition enoncee, la quantite s devra varier toute seule, et la quantite k 
demeurer constante. Cette derniere quantite sera done independante 
de z, et, pour en connaitre la valeur dans tous les cas possibles, il suf- 
fira de la chercher en supposant z = o. Comme on a, dans cette hypo- 
these, s = o, t = ± 2 kn, on tirera de fequation (19) 

1 = cos(ikp-K) — \J — 1 sin (2 Ap.Tr), 

quelle que soit la valeur de p., et par suite 

k — o. 

Cela pose, la formule (20) donnera generalement 

l — S, 

et fequation (19) se trouvera reduite a 

( 1 + - s(cos 9 ~h \J— 1 sin0) -+- -— 3 2 (cos2 Q + \J — 1 sin 2 9 ) + ... 

(21) l 1 ^ 1 2 

( = (1-+-2s cost?-t-.s 2 ) 2 (cosf is + — 1 sinp.s), 

( 2 — I , z — 1). 

De plus, si fon a egard a la formule (27) du Chapitre YII (§ IY), on 
reconnaitra facilement que le second membre de fequation (21) peut 
etre represente par la notation 

[1 + ^(cos^ + y/-— 1 sin0)]^. 

On aura done, en supposant toujours la valeur de s comprise entre les 
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limites — i et 4-1, 


I i -+- - z (cos 0 -+- \J— i sin 0 ) + —— .s 2 (cos2 Q 4- \J— 1 sin2 0 ) 4-... 

1 1 ■ 2 

= [1 4 - s(cos 9 4- \J— 1 sin#)] 1 * 

(2= — 1, ^ = +i). 

En d’autres termes, l’equation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir 

1+ - X 4- -— x 2 +. . .= (1 + x )^ 

I 1.2 


subsistera, non seulement si 1’on attribue a la variable x des valeurs 
reelles comprises entre Ies limites — 1, +1, mais encore si l’on fait 

x — z(cosd 4- \J —1 sinS), 

la valeur numerique de z etant inferieure a l’unite. 

Corollaire I. — La formule (21), comme toutes les equations imagi- 
naires, equivaut a deux equations reelles, qu’on obtient en egalant de 
part et d’autre les parties reelles et les coefficients de \/— 1. On trou- 
vera de cette maniere 

( I -4- - Z COS 9 -4- - Z 2 COS 2 0 +...= (l + 2S COS0 4 - Z 2 Y ^ COS US, 

\ I 1.2 ‘ 

(23) 

f - z sinS 4- -— z 2 sin2 0 4-.. .= (1 4 - 2 z cosd + s 2 ) 2 ^ sinus 

\ 1 1.2 ' 1 

(z=—i, s = 4 -i) 

la valeur de s etant toujours determinee par l’equation (18). 

Corollaire II. — Si dans les formules (22) et ( 23 ) on pose p. = — 1, 
et que Ton y remplace z par — z, on obtiendra les equations (8) et 
(io) du § I. 

Corollaire III. — Si Ton pose 9 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


cos# = O, 


sin# = 1, 
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la valeur de s, donnee par la formule (18), deviendra 


5 - arc tang3, 


et restera comprise entre les limites — ^ pour toute valeur 

numerique de z inferieure a l’unite. Dans la meme hypothese, on 
aura evidemment 


5 = tangs = 


sins 
cos s’ 


v- 

(n- i z cos 9 -+- 3 2 )' 2 = (secs )V- — 


i 

(coss 


et 1’on tirera des equations ( 23 ), mais seulement pour les valeurs de s 
comprises entre les limites dont il s’agit, 


U ( U. — I ) 

cos/^.y = cos^s — —-- cossin s $ 


i. 2 


( 24 ) 


I.2.3.4 


cosR~ 4 s sin 4 s — ..., 


sin us = — cosR _1 s sins — -— cosr— 8 s sin’s ■ 

' 1. 1.2.3 


n it 


Par consequent, si dans les formules (12) du Chapitre YII (§ II) on 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque p., ces for¬ 
mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs reelles possibles de 
Parc z, ne seront plus vraies generalement que pour des valeurs 
numeriques de cet arc inferieures a j- 

Probleme II. — Trouver la somme de la serie 


(10) 1, y( cos 0 -'-V /, --‘ sin0), ( cos 2 @ 4— \J — 1 sin 2 @ ), ..., 

quelle que soil la valeur numerique de z. 

Solution. — Si dans les equations (18) et (21) on remplace z par a z 
et a par — > a designant une quantite infiniment petite, on trouvera, 
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pour toutes Ies valeurs de a z comprises entre Iesiimites — i, +1, ou, 
ce qui revient au meme, pour toutes Ies valeurs de z comprises entre 
les Iimites — 

a a 


( 25 ) 


i H—(cos0 + y/—i sin6) 4—— (cos2 0 + y/— i sin2 0) (i — a) 


I . 2 


H- - Z g (cos 30 + \J — i sin 30 ) (i — a) (i — 2a) +... 


(1 -h 2 <xz cos 0 + a 2 ^ 2 ) 2a ( cos —h i/ — i sin - 

v a a 


i 

— ? 
a 


l’arc 5 etant determine par la formule 


(26) 


s ~ arc tang 


az sin0 
1 -+- az cos0 


Si maintenant on fait decroitre indefiniment dans l’equation (a 5 ) la 
valeur numerique de a, on trouvera, en passant aux Iimites, 


v _ ^2 _ 

1 -h — (cos0 -+- y/— 1 sin0) -t- — (cos 2 0 -t-y/ — 1 sin 2 ©) 


i. 2 


(27) 




■ (cos 30 -I- y/— r sin 30 ) • 


- lim 


1 . 2.3 
(i 2 a * 

(z =— 00, Z — H-00). 


tz cos0 + a-^ 2 ) 2a ( cos — -h s/~ 1 sin - ) 

\ a a / _ 


II reste a chercher la limite du produit 


(1+ 2«« cos 0 + oc 2 5 2 )' i01 ( cos ^ + y/— 1 sin 


et, par consequent, celle de chacune des quantites 


(l + 2 CW COS 0 + « ? 3 2 ) 20c , 


Or, en premier lieu, si Ton fait 


2 az cos 8 + a^z- = 6, 


OEueres de C. — S. II, t. III. 


32 



250 


COURS D’ANALYSE. 


on en conclura 


(i -+- iaz cos0 -+- a 2 s 2 ) 3a = (i -+- §) 


et, par suite, 


] liin ( s c 


De plus, la valeur de s donnee par i’equation (26) etant infiniment 
petite, le rapport 

S I 

- =1 — COS.9 

tan gs sin s 

s 


aura pour limite l’unite; et, comme on tire de l’equation (26) 

tangs__ s sing 

a x -+- az cos 9 

s _ s z sin 6 
a ~~~ tangs i + «a cos0’ 

on trouvera, en passant aux limites, 

~ j = 3 sin0. 

Cela pose, il est clair que le second membre de l’equation (a 5 ) aura 
pour limite l’expression imaginaire 

e z s i n 0) _i_ y'— j sin(s sin 0)], 

en sorte que la formule (27) deviendra 

1 " _____ „ 9 

i -f- - (cos 0 -t- sJ — i sin 9 ) 4- — (cos2 0 + y/— 1 sin 2 9 ) -t-... 

(20J ' 1 

| — e !;cos0 [cos(s sin0) + y/— 1 sin(s sin 0)] 

(3=—00, z= + 00), 

la valeur de la variable reelle z etant completement arbitraire, puis- 
qu’elle peut etre choisie a volonte entre les valeurs extremes z — — so, 
= + co. 
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Corollaire I. — Si, en comparant les deux membres de [’equa¬ 
tion (28), on egale de part et d’autre : i° les parties reelles; 2 0 les 
coefficients de \j — 1, on obtiendra les deux equations reelles 

( z s 2 

i -I— cos0 - 1 - ■ cos 2 0 -I-.. e :cos9 costs sin0), 

I 1.2 v ' 

I Z z- 

I - sin 0 -+- — - sin 2 0 - 1 --. .= e“ cos6 sin (s sin0) 

(s=—00, .s —-i-00). 


Corollaire II. — Si Ton suppose 6 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


cos0 ~ o, sin0 = i, 


les equations (29) deviendront 


(So) 


1.2 1.2.3.4 


1.2.3 


—... = coss, 


-I-... = sin . 


(S=r 


; =-H 00). 


Ces dernieres subsistant, aussi bien que les equations (29), pour des 
valeurs reelles quelconques de z, il en resulte que les fonctions sins 
et cos.3 sont toujours developpables en series ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu’elles renferment. Comme 
cette proposition merite d’etre remarquee, je vais la demontrer ici 
directement. 

La serie 


x x- 

j —» -> * * * j 

I 1.2 


etant convergente pour toutes les valeurs reelles possibles de la 
variable x, restera convergente (en vertu du theoreme I, corol¬ 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette meme 
variable. Si 1 ’on multiplie la somme de cette serie par la somme de 
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la serie semblable 



en avant egard a la fois au theoreme III du § I et a la formule (6) du 
Chapitre VIII (§ IV), on trouvcra, pour toutes les valeurs possibles 
reelles ou imaginaires attributes a x et a y, 


(30 


x x‘ 

i _]_ — _l_ - 

I 1.2 


Y 

i + — 
i 


y 


{x + yf 


Lorsque, dans l’equation qui precede, on remplace x par x^—i et 
y par y\J—i, on obtient la suivante 


(32) 


V- 


X 1 

1.2 


V- i 


v 


(x- 


1.2.3 
y)y/— i (x + yY 


y ■ 


y 

1 . 2 


r 3 v /- 1 

1.2.3 


I .2 


dans laquelle on pourra, si Ton veut, supposer reelles les variables x 
et7. Faisons, dans cette hypothese, 


5T ( X ) = I + 



X 2 X 3 \j — 1 

1.2 1.2.3 


L’equation ( 32 ) deviendra 

®('*)ro( 7 ) = ro(« + 7 ); 

et Fon en conclura [voir le Chapitre VIII, § V, equation (12)] 


td ( x ) = k x ( cos b x h- \f — i sin b x ) 

ou, ce qui revient au merae, 

x\j— 1 _ Xy _ x 3 v/— 1 x K 

I 1.2 1.2.3 1.2.3*4 

— A*(cosfca:-+-y^77 sin bx) 

(x ~ — 00, x — ~yco). 


(33) 
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lea iettres A et b representant deux constantes inconnues dont la pre¬ 
miere est necessairement positive. On aura par suite 


( 34 ) 




I . 2 


X 1 

I . 2 .3.4 


.. A x cos bx. 


X 

I 


x^ 

-^ -+-.. .== k x sin bx 

1.2.3 


(x = —00, X—-hco). 


Pour determiner les constantes inconnues A et b, il suffira d’observer : 
i° que les formules ( 34 ) doivent subsister lorsqu’on y change x en 
— x, et que, pour remplir cette condition, il faut necessairement sup- 
poser 

A x = k~ x , 


par consequent 


A =.; 


2° que, si, apres avoir divise par x les deux membres de la seconde des 
formules ( 34 ), on fait converger la .variable x vers la limite zero, le 
premier membre convergera vers la limite i, et le second membre, 
savoir 

. sinfta? ,sin&;r , 
k x -- = k x - X b, 


vers la limite b\ d’ou resulte l’equation 

b- :l. 


Cela pose, les formules ( 33 ) et ( 34 ) deviendront respectivement 


(35) 



x 3 x z \J — i 
1.2 1.2.3 


— cos a; + x sin a; 


x'* 

i. 2 .3.4 + 


(x — —oo, ic=-l-oo); 


(36) 



x k 

I .2.3.4 


.. .= cos#, 


X X 3 

I 1.2.3 

(x =±— 00 , 


-+-...= sin x 
x ~- -\ go). 
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Si dans les deux dernieres on remplace la variable x par la variable z, 
on retrouvera les formules ( 3 o). 

II est essentiel d’observer que I’equation ( 35 ), lorsqu’on v suppose 
x = z sinQ, fournit le developpement de 

cos(s sin (9) 4 - \ — i sin(.z sinf?) 

suivant les puissances ascendantes de z. Si Ton multiplie ce develop- 
pement par celui de 

COS 0^ 

en ayant egard a la formule ( 3 i), qui subsiste pour toutes les valeurs 
reelles et imaginaires des variables qu’elle renferme, on obtiendra 
precisement l’equation (28). 

Probleme III. — Trouver la somme de la serie 


^■(cos 9 -1- \/— 1 sintf) — ~ (cos 2 0 y/ — 1 sin 2 d), 

4- 5 r(cos 30 4- \ — 1 sin 30 ) —... 

\ a 

dans le cas ou Von altribue a la variable z une valeur comprise entre les 
limiles 



Solution. — Si Ton prend a l’ordinaire la lettre l pour la caracteris- 
tique des logarithmes neperiens, on aura 


(1 


: COS0- 


S) 1 *- 


: e 


et par suite l’equation (21) pourra etre raise sous la forme 

1 + jz(cos6 4 - \/— 1 sin 9) -t- -— s 3 (cos 2 9 y/— 1 sinaS) .. 

1 1.2 Y 

5 |X/{H-2S COS0H-5 2 ) / /- . v 

— e " \COS fj.s -h\/— I suites) 

( z — I? -hi), 
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la valeur de s etant toujours donnee par la formule (18). Si dans 
l’equation precedente on developpe les deux facteurs du second 
membre en series convergentes ordonnees suivant les puissances 
ascendantes de tx, puis, que Ton effectue le produit des deux deve- 
loppements a l’aide de la formule ( 3 i), on trouvera 

i 4 - jz (cos 9 -i- y'— i sin#) 4 - ~ ( cos2 ® + v/— 1 sina 0) -K •. 

— 1 + j [jl(i + as cos 9 -f- z 1 ) 4- s\J— ij 

+ + cos 0 s 2 ) 4- s\/— i J 2 4 - - - - 

( s = — •* 5—4-1). 

Enfin, si, aprfes avoir retranche l’unite de chaque membre; puis divise 
les deux membres par (x, on fait converger la quantite [x vers la limite 
zero, on obtiendra l’equation 

- (cos 0 4 - v 7 — i sin 0 ) — — (cos 20 4- \J— 1 sin2 9 ) 4-... 

\*jt ■ 1 2 

( = 2 ^( I 4 _ 2 - S COS 04 - 5 2 )-|-5 \J — I 

( s —— *> 5 — + *)• 

Corollaire I. — Si Ton egale, dans les deux membres de l’equa¬ 
tion (37) : i° les parties reelles; 2° les coefficients de \J — 1, et. que 
Ton remette pour s sa valeur determinee par la formule (18), on 
obtiendra les deux equations reelles 

. - -2 z 3 

I - cosd — — cos2 9 4- ~k~ cos 30 

I 2 o 

( 38) 

f - sin B — — sin 2 8 4- ~ sin 3 0 

1 2 3 



{Z=z — 


z — 4 - 1 ). 
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7 T • ■ 

Corollaire II. — Si Ton suppose 0 = - ou, ce qui revient au meme, 

cos0 — o, sin0 — i, 


la seconcle des equations ( 38 ) deviendra 


( 39 ) 



. arc tangs 


— S-- + I). 


La serie qui forme le premier membre de cette derniere equation 
etant convergente, non seulement pour toute valeur numerique de z 
inferieure a l’unite, mais aussi Iorsqu’on suppose z = i {voir le Cha- 
pitre VI, § III, theoreme III), il en resulte que l’equation subsistera 
dans cette derniere hypothese; et, comme on a d’ailleurs 


on en conclura 


arc tang(i) 


7 T 

V 


(4o) 



7 t 

V 


La formule ( 4 o) peut servir a calculer par approximation la valeur 
de tc, c’est-a-dire le rapport de la circonference au diametre. 


§ III. — Notations employees pour representer quelques fonclions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommalion des series 
comergenles. Proprietes de ces memes fonclions. 

Considerons les six notations 

A x , sina?, cosa?. 

La;, arcsinar, arccosx. 

Si l’on attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront, comme Ton sait, autant de functions reelles de x, 
qui, prises deux a deux, seront inverses l’une de l’autre, c’est-a-dire 
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donnees par des operations inverses, pourvu toutefois que, A desi-- 
gnantun nombre, L exprime la caracteristique des logarithmes dans 
le systeme dont la base est A. Il reste a fixer le sens de ces memes 
notations, dans le cas oil la variable x devient imaginaire. C’est ce 
que nous ferons ici, en commenQant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas ou la variable x est supposee reelle, 
les trois fonctions representees par 

A x , sina;, cosx 


sonttoujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. On aura, en 
effet, dans cette hypothese, 


A x — r 


xlA x- ( lA )- x 3 (lA ) 3 


(0 


x- 


< COSX = I-1- 

1.2 


X 


l . 2 
4 


.2.3 


I . 2.3.4 


X x° 

sin x — -- 

i 1.2.5 


la caracteristique / designant un logarithme neperien. De plus, comme 
(en vertu du theoreme I, corollaire I, § II) les series qu’on vient de 
rappeler restent convergentes pour toutes les valeurs reelles .ou ima- 
ginaires de la variable x, on est convenu d’etendre les equations (i) a 
tous les cas possibles, et de les considerer comme pouvant servir a 
fixer, lors meme que la variable devient imaginaire, le sens des trois 
notations 

A x , sina;, cosx. 


Observons maintenant que, si dans la premiere des equations (i) 
on fait 

A = e, 

e designant la base des logarithmes neperiens, on en tirera 


( 2 ) 



X‘ 


+ • • • ; 


OEuvres de C. — 5. II, t. 111. 


I . 2 


33 
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puis, en ecrivant suceessivement, au lieu de x, xlA, x\j —i, 
— x v — i, 

xik x\(i\y 


Co) 


1.2.3 


X /- X‘ X- /- 

= i + - \J- 1 - — - v - 1 + ■ • • > 


I ' 1.2 1.2.3 

/»! <y>2 /y*3 

I -- iXy j xAS iX/ 

e- x C l --i -y— 1-i-o 

I 1.2 1.2.3 




On aura par suite 


I 


e WA x=A x , 

e xj-\ — cos x y’_ , s i n x , 

g-xyZ-i—- nos x — \j — 1 sinx, 


la variable x pouvant toujours etre ou reelle, ou imaginaire. De plus, 
l’equation ( 3 r) (§ II) donnera, quels que soient x et y. 


( 0 ) 


e x e y _ e x+.)\ 


Cela pose, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs de 
A r , sina: et cosa: corresfpondantes a des valeurs imaginaires de la 
variable x. En effet, si Ton suppose 


(6) 


x — y. -+- S \J — 1 , 


a, £ representant des quantites reelles, on conclura des deux pre¬ 
mieres equations ( 4 ) jointes a I’equation ( 5 ) 

( 7 ) A*= e WA = e (a+ 8 ^)/A_ c «a c 3/A,^7_ A a( cos g/A + yCT7 sin 6 /A), 
ct des deux dernieres equations (4) 


(S) 


cosx — 


sin x ■ 


'V - 1 + e~-C-' 


I _ ^3 X — 1 

2 \J — I 


puis, en remettant pour x sa valeur a + S \J — 1 , et developpant les 
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seconds membres, 


e°-h e~° 

cos a; =-cos a 


sin ay/ — i, 


(9) 


sin x — 


e°-h e~ 


pO _ «—O 


sin a 


cos 


| = cos^-—-a— 6y/~ 

Ainsi, dans l’hypothese admise, Ies trois notations 

A*, sin a?, cos a? 

designent respectivement les trois expressions imaginaires 

A“(cos6 l A + y/— i sing lA), 
e 8 + e~ 


sin a 


e s -4- 


cosa — 


e 8 — e~ 
2 

(? 8 - Q 


cosa y/— 1, 
sin ay/— 1. 


Dans la merae hypothese, si l’on fait 

A = e, 

1’equation (7) fournira pour la notation 
la valeur suivante : 

e“(cos@ + y/ — 1 sin 6 ). 

Les valeurs des trois fonctions 


A x , sina;, cosa; 

se trouvant fixees par ce qui precede, dans le cas oil la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore a chercher quelles definitions 
on doit donner, dans le meme cas, des fonctions inverses 


Lx, arc sina;, arc cosa; 
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ou plus generalement quel sens on doit alors attribuer aux notations 

L((.x)), arc sin ((#)), arc cos ((.a;)). 

Supposons toujours 

x — a. -+- 6 \‘ — j = p ( cos 9 -h y£~i sin0), 

a, 6 designant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p et Fare reel 0 . Toute expression imaginaire u -+- v\j— i 
propre a verifier l’equation 

(io) X n+V 'F^— a + 6 \J— i = x 

sera ce qu’on appelle un logarithme imaginaire de x pris dans le sys¬ 
teme dont la base est A. Comme l’equation (io) fournit, ainsi qu’on 
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de u -t- cy' — i, dans le cas meme 
oil 6 se reduit a zero,, il en resulte que toute expression, soit imagi¬ 
naire, soit reelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque Ton 
voudra designer indistinctemcnt un quelconque de ces logarithmes 
(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme reel, s’il y en a), 
on emploiera la caracteristique L ou / suivie de doubles parentheses, 
en ayant soin d’enoncer dans le discours la base du systeme. Nous 
choisirons de preference la caracteristique l, lorsqu’il s’agira de loga¬ 
rithmes neperiens pris dans le systeme dont la base est e. En vertu de 
ces conventions, les divers logarithmes des quantites reelles ou expres¬ 
sions imasrinaires 

G _ 

t, — i, a -t- 6 \J — i , x 

se trouveront respectivement designes, dans le systeme dont la base 
est A, par 

L(( 0 ), L((-i)), L((a-HSv/^)), L((x)} 

et, dansle systeme neperien dont la base est e, par 

R(0)> l i(— 0), *((«•+- Sy/— 0), 

Cela pose, pour determiner ces divers logarithmes, il suffira de re- 
soudre les problemes suivants. 
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Problems I. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
l’expression 

dis¬ 
solution. — Soit u v \/ — x Pune de ees valeurs, u, v designant 
deux quantites reelles. On aura, d’apres la definition meme de 1 ’ex- 
pression /((i)), 

( 1 1 ) t 

ou, ce qui revient au meme, 

e"(cose -+- y/— i sins) — i. 

On tirera de cette derniere equation 

e“=i, 

coss \J— i sins r- j 

et, par suite, 

U — o, 

cos v — i, sin v — o, v ~ ±2k%, 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u et s 
etant ainsi determinees, les diverses valeurs de u + v\j— i propres a 
verifier l’equation (i i) seront evidemment comprises dans la formule 

Ll + V\J— I = it 2 A ‘71 ^ — I. 

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((i)) seront donnees par 
1 ’equation 

(12) /((i)) — ± 2 kn \J —1. 

Parmi ces valeurs une seule est reelle, savoir, celle qu’on obtient en 
posant k = o, et qui se reduit clle-meme a zero. C’est pour repre¬ 
senter cette valeur reelle qu’on emploie communement la notation 
simple 

/(1) ou h. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i)), elles sont evidemment en 
noinbre infini. 



262 


COURS D’ANALYSE. 


Problems II. — Trouver les diverses valeurs de l’expression 

'((- 0 )- 

Solution. — Soit u + v\j—i I’une de ces valeurs, u, v designant 
deux quantiles reelles. On aura, d’apres la definition meme de l’ex- 
pression /((— i)), 

(i3) — — i 

ou, ce qui revient au meme, 

e"(cose + \!— 1 sine) ^ — i. 

On tirera de cette derniere equation 

e n — i, 


cose -+- \/— i sine — — i 


et, par suite, 


cos v ~ — i, sine —o, v =± (2 k -i- j) 7 r, 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u, v etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de u -+- v\ ! — 1 propres a veri¬ 
fier l’equation (i 3 ) se trouveront evidemment comprises dans la for- 
mule 

it + tq'-i = ± (2 A' -+-1) 7 t \/— x. 

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((— 1)) seront donnees par 
fequation 

04 ) *((— 0 ) =±(zk+ i)n\/— 1. 

Par consequent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre 
infini. 

Probleme III. — Trouver les diverses valeurs de Texpression 

t((« + 6v/-i))- 

Solution. — Soit u -+- v\J— 1 l’une de ces valeurs. On aura, d'apres 
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la definition meme de l’expression /((a + § y/ — i)), 

(1 5 ) e n+vy/-i ct _|_ g y/ — i — p(cos 0 + y/— i sinfi) 
ou, ce qui revient au meme, 

e“(cose -h \/ — i sin?) = p(cos0 + y/— i sin 9 ), 

p designant le module de a + S^-n On tirera de l’equation prece- 
dente 

e"=p, 

cos v + \j — i sinp = cos 6 -+- y/— i sin# 

et, par suite, 

U=Z l(p), 

cosp = cos 9, sinp = sin0, v~ 9 ± ikn, 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u, v etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de u-\-v\j — i se trouveront 
comprises dans la formule 

b + p^-i = l(p) + 9 y/ — i zb 2 kit y/ — i . 

En d’autres termes, les diverses valeurs de 

t((« + 6 y/— i)) 

seront donnees par l’equation 

( 16 ) l((a. -+- 6 y/— i)) =i l(p) + 9\J— i -+- 

11 est bon d’observer que dans cette derniere equation la valeur de p 
est completement determinee et egale a 

^o*+T*, 

tandis que fare 0 peut etre l’un quelconque de ceux qui ont pour 

a. § 

cosinus _ > et pour sinus - 

y/ot 2 -!- 6 2 r y/a 2 +6 2 
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Corollaire I. — Si l’on fait, pour plus de commodite, 


6 

(17) £ = arc tang 

il sera facile d’introduire dans la formule (t6) l’arc '( au lieu de Fare 0. 
En effet, on pourra supposer 


9=-K 

si a est positif, et 

9 — ? -H 7T 


si cl est negatif. On trouvera, dans la premiere hypothese, 

(18) /(( a _,_6 v /— I )), 5? /(p ) + ?v /:r7 + ; ((0) 

et, dans la seconde, 

(19) l((tx + gy"— 0) — t(p) + Z \/—«-+■ r. v— 1 -+■ (({ 01- 

Si dans cette derniere equation on fait, en particulier, 

a -+- 6y/ — 1 = — 1, e’est-a-dire a — — i, §o 

et, par suite, 

p = i, ?—-o, 

on obtiendra la suivante 


(20) /((-I))=7TV/— I +/((0)- 

II en resulte qu’on aura generalement, pour des valeurs negatives 
de a, 

(21) l({a + l{p) 1 + l((— O)- 

Supposons maintenant que dans les formules (18) et (21) on sub- 
stitue a la place de p et de ’( leurs valeurs 

(a 2 + 6 2 ) 2 et arctang^- 
On trouvera, pour les diverses valeurs de 
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i° Si a est positif, 

(22) /((a + 6 \/— 1 )) = i /(a 2 -+- S 2 ) + ^arc tang ^ 1 + /((i)); 

2 0 Si a est negatif, 

-h ^arc 

Gorollaire II. — Si, clans les equations (22) et ( 23 ), on suppose 
6 = 0, elles donneront respectivement, pour des valeurs positives 
de a, 

(24) l((a)) = l(<x) + l((i)) = 1 (a) ± 2kn\/— 1 

et, pour des valeurs negatives de a, 

(25) l(( a))=:/(— a) 4- /((—!)) — Z(— tx)±(2k + i)tc \J — 1, 

k devant toujours etre un nombre entier. II suit de ces dernieres for- 
mules qu’une quantite reelle a a une infinite de logarithmes imagi- 
naires, parmi lesquels se trouve un seul Iogarithme reel, dans le cas 
oil a est positif. On obtient ce Iogarithme reel, designe par la notation 
simple /(a) ou /a, en posant, dans l’equation (24), k — o. 

Scoliel. — Parmi les diverses valeurs de /((i)), ainsi qu’on fa deja 
remarque, il en est une egale a zero, que f on indique par la notation 
/(1) ou h, en faisant usage de parentheses simples, ou meme les sup- 
primant tout a fait. Si fon substitue cette valeur particuliere dans 
fequation (22), on obtiendra une valeur correspondante de 

l((ot + 6 s/— 0 )* 

que fanalogie nous porte a indiquer, a l’aide de parentheses simples, 
par la notation 

l(a + 6 \f— 1 ). 


(23) Z((a + 6v/-i))= iz(a*+6*) 


tang 1 +Z((—0). 


C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 


(. 26 ) 


z(a + 6s/— 1 ) = - t(a 2 + S 2 ) + 


arc tang - 
0 a 


OEuvres de S. II, t. III. 


34 



266 


COURS D’ANALYSE. 


Si, au contraire, a devient negatif, — a etant alors positif, on trou- 
vera 

l{— a — S ^Ti) l - /(0£ 2 h- 6 2 ) -+- ^arc tang— \J— \ 
ou, ce qui revient au meme, 

(27) /(— a — 6 \J — 1) zz: ~ /(a 2 +6 2 ) + ^arc tang —^ \J — 1 . 

En faisant usage des notations precedentes, on reduira les equa¬ 
tions (22) et ( 23 ) a cellcs qui suivent 

(28) l((a. + o 1/— 1 )) = /(« + § 1) -+- /((i)), 

(29) l((* 4 - 6 V 77 ^)) : l(— « ~ e V 777 *) + *((—Ob 

la premiere se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde 
a des valeurs negatives de la meme quantite. En d’autres termes, sui- 
vant que la partie reelle d’une expression imaginaire representee par 
x sera positive ou negative, on aura 

( 3 0) l((x)) = l(x) + l((i)) 
ou bien 

(31) = + 

En resumant ce qu’on vient de dire, on voit que la notation 

l{x) 

a une signification precise determinee par 1’equation (26), dans le 
eas seulement ou la partie reelle de l’expression imaginaire repre¬ 
sentee parte est positive, tandis que la notation 

*((*)) 

a, dans tous les cas possibles, une infinite de valeurs determinees par 
1'unc des equations (28) et (29). 
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Problisme IV. — Trouver les diverses valeurs de Vexpression 

L ((<* + 6 V / --'))> 

la caracteristique L indiquant un logarithme pris dans le sysleme dont la 
base est A. 

Solution. — Soit toujours u + ey/—a l’une des valeurs de 1’expres- 
sion quo l’on considere. On aura, d’apres la definition meme de cette 
expression, 

(32) A“ + ‘V-‘=: a -+- 6y/—i 

ou, ce qui revient au meme, 

e («-i-iy-i)/A_ a + § y/ — i , 

l etant la caracteristique relative aux logarithmes neperiens. On en 
conclura 

(« + ry/^i)(A — l((oc 4- 6y/— i)) 

et, par suite, 

u -+- y — i — — -—-— 

ou, en d’autres termes, 

(33) L((« + «vCT))=^ ± ^^- 

Cette derniere equation subsiste dans le cas meme oil S s’evanouit, 
c’es't-a-dire Iorsque l’expression imaginaire a + Sy/— i se reduit a 
une quantite reelle. 

Scolie. — Si Ton suppose la quantite a positive, a la valeur particu- 
liere de /((a -t- 6 y/— i)) representee par /(a -+- 6 y/— i) correspondra 
une valeur particuliere de L((a -+- 6 y/— i)), que l’analogie nous porte 
a designer a 1’aide de parentheses simples par la notation 


L(a + 6y/— i). 
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Cela pose, on aura, pour des valeurs positives de a, 


(34) L.(a -+- 6 \J — 0 


/(a -+- 6y/— i) 


■ L(a*+6*) + 


arc tang - 


De plus, si dans l’equation ( 33 ) on substitue pour /((a -i- S sj— i)) sa 
valeur tiree successivement des formules (28) et (29), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantile a, 

(35) L((a + 6 v/~)) = ^ = L(« H- 6 + L((i)), 


et, pour des valeurs negatives de la meme quantite, 


(36) 


L(« -+- 6 — 1 ) 


/( — ot — 6 \J — j ) 

IK 


*((- 0 ) 

l A 


= L(— a — %\J— i)h-L((—1)). 


En d’autres termes, suivant que la partie reelle d’une expression ima- 
ginaire representee para; sera positive ou negative, on aura 


(3 7 ) L((a;)) = L(x) •+- L((i)) = L(x) ± 1 

ou bien 

(38) L((a;)) = L(— a;)-i-L((— i)) = L(— x)± ^ 2 k + \ ^ ^ —-> 


k designant un nombre entier quelconque. On peut ajouter que des 
deux formules precedentes la premiere subsiste pour toutes les valeurs 
reelles positives x, et la seconde pour toutes les valeurs reelles nega¬ 
tives de la meme variable. 

Apres avoir calcule les divers logarithmes de l’expression lmagi- 
naire 

x — a + 6 \J — 1 , 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 
egal a x. Si 1 ’on designe par 

arc cos ((a;)) = u -+- v\J~i 
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l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner u v\j — i, 
1 ’equation 

cos ( m c \/— 1 ) — a + S \f~i 

ou, ce qui revient au meme, la suivante 

/q \ e " ■+" e ~ v e v — e~ v . /—- „ 

(09) ---cosm ---sini/y—isa+oy-i, 

laquelle se divise en deux autres, savoir 

_J_ e -v e V _ e —v 

(4o) -cos u — a. - sinw = —6. 

' o o 


A ces dernieres on peut substituer le systeme equivalent des deux 
formules 


( 4 * 


e v — 


a 


6 


cosw 


sin«* 


e~ v — 


cos u 


sin u 


De plus, si 1 ’on elimine v entre les formules ( 4 i), on en tirera succes- 
sivement 

a 2 8 2 

-5-^r- —i, 

cos 2 m sin-i< 

sin‘?« — (i — a 2 — 8 2 ) sin 2 i< — o; 


puis, en observant que sin 2 n est necessairement une quantite posi¬ 
tive, 


sin 2 u — 




8 2 . 


On aura, par suite, 


cos 2 u — 


i + a 2 -+■ 6 2 
2 


i + a ! +6‘ 
2 



or 



a 2 4- 6 2 \' 2 


et, comme [en vertu de la premiere des equations (4°)] cosm et a 
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doivent etre de meme signe, on trouvera, en extrayant les racines 
carrees, 


( 42 ) 


cos u = 



Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodite, 


I U = arc cos- T > 

y — l( _f!_ 

\ \cosU sintly’ 

on conclura des equations ( 4 i) et (42) 

(44) it = ±U± 2 A:ir, p = ±V, 

k designant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, Y 
devant etre affectees du meme signe; en sorte qu’on aura definitive- 
men t 

( 45 ) arc cos((a?)) = ± 2kiz ± (U -t- V\/— 1). 

Parmi les diverses valeurs de arc cos ((a?)) que fournit l’equation pre- 
cedente, la plus simple est eelle qu’on obtient en posant k = o dans le 
premier terme du second membre, et prenant 1 ’autre terme avec le 
signe +•. Nous la designerons a l’aide de parentheses simples, et nous 
ecrirons en consequence 

arc cos(#) = U + V </— 1 


ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 


(46) arc cos# = U -h V y/— 1 . 

Dans le cas particular oil, 6 etant nul, la quantite a reste comprise 
entre les limites — 1, -t-i, la formule ( 46 ) se reduit, comme on 
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devait s’y attendre, a Pequation identique 

arc cos a. = arc cos a. 

D’autre part, si l’on observe que ±z!ctz represente un quelconque 
des arcs qui ont Punite pour cosinus, on reconnaitra que l’equa- 
tion ( 45 ) peut etre mise sous la forme 

(47) arc cos ((.«)) -=± arc cos.r + arc cos((i)). 

II est encore essentiel de remarquer que, dans le cas oil l’on suppose 
6 = o et la valeur numerique de a superieure a Punite, l’expression 

arc cos a 

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera donnee par 
Pequation 

(48) arc cosa = 1 (a) \J— i 
si a est positif, et par la suivante 

(4g) arc COS a — H -t- l(— a) i = [i(— a) — %\/— i J */— i 
si a devient negatif. 

ConsidOrons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
x = a -+- 6y/— (. Si Ton designe un quelconque de ces arcs par 

arc sin ((a?)) = u ■+■ v\/— j , 

on trouvera, en ayant egard a la seconde des equations (9), 

x = sin (w + c \j— 1) = cos ^ — u — v\j — r 

et Pon en conclura 

( 5o) arc sin ((x)) = u -+- v \j— 1 = ~ — arc cos((a;)). 

Si, dans la formule precedente, on substitue les diverses valeurs de 
arc cos((a?)), dont Pune a ete designee par la notation arccos(a?) ou 
arccosa?, on obtiendra les diverses valeurs de arc sin ((a;)), dont Pune 
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sera designee par la notation arc sin(;r) ou arcsina?, et determinee 
par l’equation 

, . 7T 

(o i) arc sin x — -arc cos a;. 

' 2 

A l’aide des principes que nous venons d’etablir, il est aise de 
reconnaitre les proprietes les plus essentielles dont jouissent les fonc- 
tions de la variable imaginaire x representees par les notations 

A x , cos a;, sin.*, 

Lx, arc cos*, arcsine. 

Pour obtenir ces ^proprietes, il suffit d’etendre les formules que ces 
fonctions verifient dans le cas ou la variable x est reelle, au cas oil la 
variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue d’ordinaire 
sans difficulte pour chacune des trois fonctions 

A*, cossin*. 

Ainsi, par exemple, A, B, C, ... designant plusieurs nombres, on 
prouvera facilemeitt que les equations 

i A^A^A 3 .. .= A*+r+=+... 

(52) 

( A 2 B*C a .. . = (ABC.. .)*, 

( cos(* + y) — cos* cosj — sin* siny, 

(53) 

( sin (x -\-y) — sin* cosy + siny cos* 

subsistent egalement pour des valeurs reelles et pour des valeurs ima- 
ginaires quelconques des variables x, y, s, .... Mais, si Ton considere 
des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 

Lx, arc cos*, arcsine, 

on trouvera le plus souvent que ces formules, etendues au cas oil les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu’avec des res-, 
trictions considerables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s’agit. Par exemple, si 1 ’on fait 

.r — » -i- S \/— i, . y = a' + \j~, z = a" 4- 6" , 
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et, si Ton designe par p. une quantite reelle quelconque, on recon- 
naitra que la formule 

(54) R(#)-l-Li( t y)-i~R(.3)-t~... R (xyz ...) 

subsiste settlement dans le cas oil, a, a', a", ... etant positifs, la 
somme 

6 & 6 " 

arc tang—h arc tang —, + arc tang — 7 . ■+-... 
a. a or 

reste comprise entre les limites — et la formule 

(55) L(«f i ) = p. h(x), 

dans le cas oil, a etant positif, le produit 

6 

p. arc tang - 

reste compris entre les memes limites. 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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CHA.PITRE X. 


SUR LES RACINES REELLES OU IMAGINA1RES BBS EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT LE PREMIER 
MEMBflE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIRE D’UNE SEULE VARIABLE. RESOLUTION 
BE QUELQUES EQUATIONS DE CETTE ESPfeCE PAR L’ALGfcBRE OU LA TRIGONOMETRIE. 


§ I. — On peut satisfaire a toute equation dont le premier membre est 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x par des valeurs 
reelles ou imaginaires de cette variable. Decomposition des polyndmes 
en facteurs du premier et da second degre. Representation geome- 
trique des facteurs reels du second degre. 

Considtrons une equation algtbrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n represente le 
degre de cette equation, elle pourra se mettre sous la forme 

(i) a„x" 4- 1 -t- a 2 x n ~ 2 -h. ..-t- a n -ix 4- a n = o, 

a 0 , a { , a 2 , ..., a H etant des coefficients constants reels ou imagi¬ 
naires. On appelle racine de cette meme equation toute expression 
reelle ou imaginaire qui, substitute a la place de 1’inconnue x, rend le 
premier membre egal a zero. Supposons d’abord, pour fixer les idees, 
que les constantes a 0 , a K , a 2 , a n se reduisent a.des quantites 
reelles. Alors, si deux valeurs reelles de x substitutes dans le premier 
membre de l’tquation (i) fournissent deux rtsultats entre lesquels 
ztro se trouve compris, c’est-a-dire deux rtsultats de signes contraires, 
on conclura du Chapitre II (§ II, thtoreme IV) que l’tquation (i) 
admet une ou plusieurs racines reelles comprises entre ces valeurs. II 
en rtsulte que toute tquation de degrt impair aura au moins une 
racine rtelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 
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de l’equation (i) changera de signe, avec son premier terme a 0 cc lt , 
toutes les fois qu’en attribuant a la variable x des valeurs numeriques 
tres considerables on fera passer cette variable du positif au negatif 
(voir le theoreme VIII du Chapitre II, § I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantite x n demeurant posi¬ 
tive tant que la variable x est reelle, Ie premier membre de 1’equa- 
tion (i) finit par etre, pour de tres grandes valeurs numeriques de x, 
constamment de meme signe que a 0 . Si, dans la meme hypothese, a n 
et a 0 sont de signes contraires, le premier membre changera evidem- 
ment de signe, lorsqu’on passera d’une tres grande valeur numerique 
de a? a une tres petite, en laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours negative. L’equation (i) aura done alors deux racines reelles : 
l’une positive et 1’autre negative. 

Lorsque, n etant un nombre pair, a 0 et a n sont de meme signe, il 
peut arriver que le premier membre de Pequation (i) reste, pour 
toutes les. valeurs reelles de x, de meme signe que a 0 , sans jamais 
s’evanouir. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des equa¬ 
tions binomes 

# 2 -+-I = 0, l — O, — .... 

Dans un cas semblable, l’equation (i) n’aura plus de racines reelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 

B+P \J— I , 

u, v designant deux quantites reelles et finies. Cette proposition et 
celles que nous venons d’etablir se trouvent renfermees dans le theo¬ 
reme suivant : 

Theoreme I. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a 0 , a,, ..., a a _,, a n , 1’equation 

(i) a 0 x n + a l as n ~' 1 -4-...-1- a n — o, 

dans laquelle n designe un nombre entier egal ou superieur a l’unite, a 
toujours des racines reelles ou imaginaires. 
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2^6 

Demonstration. — Designons, pour abreger, par f(x) le premier 
membre de l’equation (i) : f(x) sera une fonction reelle ou imagi- 
naire, rnais toujours entiere, de la variable x\ et, puisque toute ex¬ 
pression reelle use trouve comprise comme cas particulier dans une 
expression imaginaire u -f- v \j— i, il suffira, pour etablir le theoreme 
enonce, de demontrer generalement qu’on peut satisfaire a l’equation 

(0 /(#)- o, 

en prenant 

X — U -*r V \J — I , 

puis attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs reelles. Or, 
si l’on substitue la valeur precedente de x dans la fonction f(x), le 
resultat sera de la forme 

?(«, c) H-y'— i x( u > fo, 

y(u,v), y_(u, e) d^signant deux fonctions reelles et entieres des va¬ 
riables u et v. Cela pose, l’equation (i) deviendra 

?(«> fo+v /=r 4x(«>fo = o; 

et, pour v satisfaire, il suffira de verifier les deux equations reelles 

( <p(M, V) — 0 , 

( 2 ) 

' X(“> e) = o 

ou, ce qui revient au meme, 1’equation unique 

(3) [?(«, c)] 2 -h [x(«, c)] 2 =o. 

Done, si Eon pose, pour plus de commodite, 

(4) F(m, (>) = [<p(k, e)] s -|-[x(«, c)] 2 , 

il restera seulement a montrer que Ton peut obtenir des valeurs reelles 
de u et de v propres a faire evanouir la fonction 

F(«, v). 

On y parviendra sans peine a l’aide des considerations suivantes. 
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D’abord, pour determiner la valeur generale de la fonction F (u, v), 
on, represented chacune des constantes reelles ou imaginaires a 0 , 
a,, a n _ K , a u , ainsi que la variable imaginaire u q- v\]— i , par le 
produit d’un module et d’une expression reduite; et Ton ecrira, en 
consequence, 

I «o ^Po (cos 0 o +\/— i sin 0 o ), 

a, = p! (cos 9 1 4- y/— i sin 0 , ), 

= p n -i ( cos 0„_ t 4- \j— i sin 0 n _,), 
a n =p n (cos 9„ 4- \j— i sin 9 n ), 

(6) u -+- v^— i = r(cost 4- sj — * sini). 

On aura, par suite, 

I f(u+p\/=i) 

= p 0 r n [cos(«£ 4- 0 O ) 4- i sin(«< 4 - 0 O )] 

-+- pi/’"- 1 [cos(« — i • t 6 1 ) -p \/— i sin(« — i. t 4- 0,)] h-. .. 

+ p«-i/-[cos(^-+- 9 n -i) 4- sin(£ -+- 0„_ a )] 

+ p»(cosfl„+V =r ^ sin0„); 


et 1’on en deduira 


( 8 ) 


(9) 


®(k, v) — p 0 r n cos {nt -+- 0 O ) -+- p, r n ~ x cos (n — i ,t 4- 0,) ■+•.. 

• ••*+■ p n -|/-cos(f 4- 0„_ 1 )-ep„cos0„, 

X(«, v) — p 0 r n sin(/i£ -+- 0 O ) p,r n ~' sin(« — i .t 4- 0,) . . 

■ . .-4- p„_ir sin(? 4- 0„_,) -4- p n sin6„, 

f 

F(u, v) = [p 0 r re cos -l- 0 O ) 4- p 1 r' l ~ 1 cos(/i — i. t 4- 0 4 ) h- ... 

... 4 - p«_i r cos ( 1 4 - 0 ra _i) 4- p n cos 0„ J 

4 - [p 0 r ra sin f nt 4 - 0 O ) 4 - p^"-* sin(rc — 1 . t 4 - 0 a ) 4 - ■.. 

... 4- p„_ t r sin( t 4 - 0,,-,) 4- p n sin0 ra ] 2 


-- jr&Tl 





2 p 0 pi COS(£ 4- 0Q— 61 ) ■ 

r 

pi 4- 2p 0 p;COS(2?4- 0 O —- 0 2 ) 
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II resulte de cette derniere formule que la fonction F(«, e), tou- 
jours evidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont Fun, 
savoir 

croitra indefiniment si l’on attribue aux variables u, e, ou a l’une 
d’elles seulement, des valeurs numeriques de plus en plus grandes, 
tandis que l’autre facteur convergera dans la meme hypothese vers la 
limite p„, c’est-a-dire vers une limite finie differente de zero. On en 
conclura que la fonction F(w, v) ne peut conserver une valeur finie 
qu’autant que les deux quantites u, v regoivent elles-memes des va¬ 
leurs de cette espece, et devient infiniment grande des que l’une des 
deux quantites croit indefiniment. De plus, comme [’equation ( 4 ) 
donne pour F(w, v) une fonction entiere, et par consequent une fonc¬ 
tion continue des variables u et e, il est clair que F(«, e), variant avec 
elles par degres insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zero, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite inferieure 
qu’elle ne depassera jamais. Representons par A cette limite, et par 
« 0 , e 0 un des systemes de valeurs finies de u et de v, pour lesquels 
F(m, e) se reduit a A, en sorte qu’on ait identiquement 

(10) F(m 0 , v 0 ) — A. 

La difference F(m, e) — F(w 0 , e 0 ) ne s’abaissera jamais au-dessous de 
zero; par consequent, si Ton fait 

(11) m = m 0 +«A, e = -i- « k, 

a designant une quantite infiniment petite, et A, k deux quantites 
finies, l’expression 

F(« 0 + <xh, e 0 -i -xk) — F (u„, e 0 ) 

ne sera jamais negative. En partant de ce principe, il sera facile de 
determiner la valeur de la constante A, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si dans l’expression imaginaire f(u^rv\j— i) on substitue pour u 
et v leurs valeurs donnees par les formules (11), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et entiere da produit 

a(h + k \J — i), 

pourra etre developpee suivant Ies puissances entieres et ascendantes 
de ce meme produit. En designant par 

R (cosT +\/— i sinT ), 

R 4 (cosT! -+- y/— i sinT, ), 

.. 

R n (cosT„-t- y /^7 sinT re ) 

Ies coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se reduire a zero, et faisant, pour plus de commodite, 

(ia) h + k\J—i = p(eos0 y/— i sin 9 ), 

on obtiendra 1’equation 

/[«o-H C 0 -+- a(h + k\J— j)J 
— R (cosT y/— i sinT) 

~h ocRjp[cos(Ti 0 ) y/— i sin (1\ -f- 0)J + ... 

..,+ « re R„p ra [^os(T„ nd) -t-y/— 1 sin(T„ -t- n8)], 

dans Iaquelle Ies termes du second membre, et par consequent ies 
modules 

R, Ri» ■ • •» R»i 

ne sauraients’evanouir tous en meme temps. Comme on aura d’ailleurs 

( /[«o+ + (c 0 + ak)^- i] 

(i4) _ 

( = <p(M 0 + «/i, c 0 + xk) -+- sj— i x( w o + «A, c 0 4- ak), 

on conclura de l’equation (i 3 ) 

( ®(«o+ ah, c 0 4 - ak) 

prRcosT + aRipcosCT! + 0 )+... + a^Rnp' 1 cos(T re + nd). 



(i5) 


l(u 0 +ah, c 0 + xk) 

— R sinT + aRip sin(T 1 4- 0) a n R„p' t sin(T„ + n0), 
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et, par suite, 

| F(m 0 4- ah, p 0 4- ak) 

(t 6 ) ] —- [R cosT 4 - aR lP cos(T, 4 - 0) 4- -.. 4- a”R re p re cos(T„ 4 - w0 )] 2 

( + [R sinT -+- «R,p sin(T, 4- 6) .. 4- <x*R„p ra sin(T„ + nB)f. 

Si dans cette derniere formule on pose a = o, on en tirera 

F(w 0 > V„) = R 2 . 

Done R 2 = A, R = A 2 . Si maintenant on developpe le second membre 
de l’equation ( 16 ) suivant les puissances descendantes de R, et que 

Ton y remplace ensuite R par A 2 , cette equation deviendra 

F («„-}- ah, p 0 4- ak) 

= A 4- 2 A 2 c£p[Ri cos(T! — T 4- 9) +.. . 4- a «-‘p»-iR ra cos(T B — T 4- nd)] 
4- a'-p- j [R, cos(T, 4- 6) +.. . 4- ct' z - 1 p 7t - 1 R„ COS(T„ 4- «0)] 2 
4- [R, sin(T, 4- 9) 4- -. - + a B_1 p“ _1 Rit sin(T„ 4- n8)f j; 

et, si l’on fait passer dansle premier membre la quantite A = F(m 0 »^o)» 
on trouvera definitivement 

F(w 0 4- ah, P 0 +ai)-F(M 0 ,('o) 

= 2 A 2 ap [R! cos(Tj — T 4 - 6) 4-...4- a , ‘- , p ' 1 - 1 R„ COS(T, — T -4 nd)] 

4- a 2 p 2 j [RjCosCT, 4- d) 4 -. ■ .4- a"— 1 p n ~ l R„ cos(T„ 4- nd)f 
+ [R, sin(Tj 4 - 0) 4- -. .4- a ra_1 p n_1 R„ sin(T„ 4- n0)] 2 | • 

Cela pose, puisque la difference 

F(«„4- ah, Po+ »k) — F (u 0 , e 0 ) 

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zero, il faudra de 
toute necessity que, pour de tres petites valeurs numeriques de a, le 
second membre de l’equation precedente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, e’est-a-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de a, ne puisse devenir negatif. Or, en designant par 
R m la premiere des quantites 




Ri, R2, • • ■, R 
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qui obtient une valeur differente de zero, on trouvera, pour Ie terme 
dont il s’agit, 

a A 2 ot'"p m R,„ cos(T,„ >— T + md), 
si A n’est pas nul, et 

a-" I p 2 " l R;„ 

dans I’hypothese contraire. De plus, comme, la valeur de l’arc 6 etant 
tout a fait indeterminee, on peut en disposer de maniere a donner au 
facteur 

cos(T,„ - T + md), 

et par consequent au produit 

2 A 2 a" i p" l R / „ cos(T„ t — T -+- md), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothese reste 
seule admissible. On aura done necessairement 

( 19 ) A = o, 
ce qui reduira 1’equation (ro) a 

( 20 ) F(« 0 , e 0 ) = o. 

II en resuite que la fonction F (u,v) s’evanouira si 1 ’on attribue aux 
variables u, v les valeurs reelles w 0 , et, par suite, que l’on verifiera 
l’equation 

(1) /(«) — O 

en prenant 

* = + v / - 1 • 

En d’autres termes, u a + \J — 1 sera une racine de 1’equation 

^ I ) &q CC n —H Cl 1 X n ^ H - . • - "4~ Clfi —1 X I &n — O. 

La demonstration precedente du theoreme I, quoique differente en 
plusieurs points de celle qu’en a donnee M. Legendre ( Theorie des 
Nombres, I re Partie, § XIV), est fondee sur les memes principes. 

36 
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Corollaire. — Le polynome 

f(x)—a. 0 x ll + a y x n -' 1 --. .. + a n -i^+ a,i, 
s’evanouissant, ainsi qu’on vient de le dire, pour 

X zzz It q 1 V o v 1 > 

sera, en vertu du theoreme I (Chapitre VIII, § IV), algebriquement 
divisible par le facteur 

x — Mo — <’* v/—*' • 

Le quotient, ne pouvant etre qu’un nouveau polynome du degre n — \ 
par rapport a x, sera encore necessairement divisible par un nouveau 
facteur de meme forme que le precedent, c’est-a-dire du premier 
degre par rapport a x. Designons par 

X — (Z, — P) sj — I 

ce nouveau facteur. Le polynome /(os) sera equivalent au produit des 
deux facteurs 

X — £z 0 — x — u i ~• v i 1 

par un troisieme polynome du degre n — 2. On prouvera que ce troi¬ 
sieme polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux 
deux autres; et, en continuant a operer de la meme maniere, on finira 
par obtenir n facteurs lineaires du polynome f(x). Soient respective- 
ment 

x — u a — e 0 1, x — Pj \j — 1, ..., x — — Vn-t v ^— 1 

ces memes facteurs. En divisant le polynome f(x) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante evidemment egale au coeffi¬ 
cient a 0 de la plus haute puissance de x dans /(os). On aura, en con¬ 
sequence, 

(21) f(x) — a 0 (x u„ p 0 /^/(x—u l —v l \f^~i)...(x— « K _i — y/—-"!)■ 

Cette derniere equation renferme un theoreme que l’on peut enoncer 
ainsi qu’il suit : 
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Theoreme II. — Quelles que soient les valeurs reelles ou imaginaires des 
constantes a 0 , a K , ..., a, t , le polyndme 


a^x n a^x"-^ +.. . H- a n _ y x -t- a n ~ f(x) 

sera equivalent au produil de la constante a„ par n facteurs lineaires de 
la forme 

x — a — § \J — i. 

Determiner les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on 
appel 1 e decomposer le polynome/(a?) en ses facteurs lineaires. II n’y 
a qu’une seule maniere d’effectuer cette decomposition. Pour le de- 
montrer, supposons que deux methodes differentes aient fourni les 
deux equations 

, ( /(«) =a 0 (x — M 0 — CoV 7 — 0 (x — «i— c, \J— i). . fx — \J — i), 

22) __ __ _ 

( f{x) = afx — «o — So v — ') C r — a ! - S 1 V ; — 0- • -( x — a ii -1 — S/ 1-1 y/— 0- 

On en tirera 

(x — ac 0 — 6 0 \J — i)(x — a, — 6, V 7 — 0- ..(sc — <*«_, — 6„_, V 7 ’— i) 

— (x — u 0 —v 0 \J—i)(x—u l — v l \/—i)...(x — V /- l)- 

Le dernier membre de la formula precedente s’evanouissant lorsqu’on 
attribue a la variable x la valeur particuliere u 0 v 0 <J— i, il faudra 
de toute necessity que, pour cette meme valeur de x, le premier 
membre, et par consequent l’un de ses facteurs (voir le Chapitre VII, 

§ II, theoreme VII, corollaire II), se reduise a zero. Soit 

x — a 0 — 6 C \/— i 

le facteur dont il s’agit. On aura identiquement 

«o -t- @0 ^ =u 0 +v 0 



et, par suite, 
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Cela pose, la formule ( 23 ) pourra etre remplacee par la suiyante : 

( X — a, — §! \j— 1)... (x — a„._, — 6„_1 \/— i) 

( X — Ui C, I) . . . ( X i V n —i S/ 1 )* 

Le second membrc de celle-ei s’evanouissant lorsqu’on suppose 

X — M,+ c, \j— I , 

l’un des facteurs du premier membre, par exemple, 

x — a! — 6, y— i, 

devra s’evanouir dans la raerae hypothese, ce qui entrain era deux 
nouvelles equations identiques de la forme 

«! -+- 6j \/— I = «, H- v', \J— I , 

x — a, — 6, \J — i = x — Mj — v^\J — i. 

En repetant plusieurs fois le merne raisonnement, on prouvera que les 
differents facteurs lineaires dont se composent les seconds membres 
des equations (22) sont absolument les memes dans l’une et l’autre 
equation. II est essentiel d’ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 

x — a, — 6 \J — 1 

se change en un facteur reel x — a, toutes les fois que la quantite 6 
se reduit a zero. 

Le premier membre de l’equation (i), etant, d’apres ce qu’on vient 
de dire, decomposable d’une seule maniere en facteurs lineaires, ne 
peut s’eyanouir qu’avec l’un de ces facteurs. Si done on les egale suc- 
cessivement a zero, on obtiendra toutes les yaleurs possibles de x 
propres a verifier I’equation (1), e’est-a-dire toutes les racines de 
cette equation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
lineaires, sera egal a n. De plus, a chaque facteur reel de la forme 
x — oc corresponds une racine reelle a, et a chaque facteur imagi¬ 
naire de la forme 

x — a — S y ' — 1 
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une racine imaginaire 

ct. 6 \J — x. 

Ces remarques suffisent pour etablir la proposition suivante : 

Theorems III. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima¬ 
ginaires des constanles a Q , a { , ..., a „_,, a a , 1 'equation 

(i) a 0 x’ l + a 1 x n ~ 1 h-. ..+ a n - t x 4- a n — o 

a toujours n racines reelles ou imaginaires, et n’en saurait avoir un plus 
grand nombre. 

II peut arriver que plusieurs des racines de l’equation (i) soient 
egales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs differentes de 
la variable propres a verifier cette meme equation devient necessaire- 
ment inferieur a n. Ainsi, par exemple, l’equation du second degr6 

a? 2 — 9.ax 4- a 2 ~ o 

avant ses deux racines egales, on ne pourra y satisfaire que par une 
seule valeur de x, savoir 

x — a. 

Lorsque les constantes a 0 , a,, ..., a„_,, a„ sont toutes reelles, l’ex- 
pression imaginaire 

a. 4- 6y/— i 

ne peut evidemment. etre une racine de l’equation (r), sans que J’ex- 
pression conjuguee 

a — 6 \J — i 

soit une autre racine de la meme equation. Par consequent, dans cette 
hypothese, les facteurs imaginaires et lineaires du polynome qui forme 
le premier membre de l’equation (t) sont deux a deux conjugues et 
de la forme 

x — a — 6 y/ — i, x — a 4- • 

Le produit de deux semblables facteurs etant un polynome reel du 
second degre, savoir 

6 2 , 
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on deduit immediatement de I’observation qu’on vient de faire le 
theoreme suivant : 

Theoreme IV. — Lorsque a„, a .. a n _,, a n designent des constantes 

reelles, le polynome 

( 24 ) a 0 x'‘-h a l x n ~ l -h.. .4- a n -iOc a n 

est decomposable en facteurs reels da premier ou du second degre. 

Dans ce qui precede, nous avons presente les racines imaginaires 
de l’equation (1) sous la forme 

a ±&\J— 1 . 


Alors, pour le polynome (24), un facteur reel du second degre corres- 
pondant a deux racines imaginaires conjuguees 


etait de la forme 


a. -+- 6 \J — i, a. — 6 \J — 1 

(x — 


Si Ton fait, pour plus de commodity 

a ± 6 v /— 1 = p(cos0 ± v' — 1 sin9) 

(p designant une quantite positive et 0 un angle que Ton pourra sup- 
poser compris entre les limites o, n), le meme facteur reel du second 
degre deviendra 

(x — p cos6) 2 + (p sin0) 2 = x- — ipx cos0 -t- p-. 

II est facile de construire geometriquement cette dcrniere expres¬ 
sion dans le cas ou 1 ’on attribue a la variable x une valeur reelle. En 
effet, si Ton trace un triangle dans-lequel un angle soit egal a 0 , les 
deux cotes adjacents etant respectivement represented Tun par la 
valeur numerique de x, l’autre par le module p, le carre du troisieme 
cote sera (d’apres un theoreme connu de Trigonometric) la valeur du 
trinome 

x-~ 2 px cos 0 -+- p% 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable a? devient 
negative, il suffira de remplacer dans la construction indiquee Tangle 9 
par son supplement. 

Le troisieme cote du triangle dont il est ici question ne peut s’eva- 
nouir que dans le cas oil les deux premiers cotes tombent sur une 
meme droite, et oil leurs extremites coincident, ce qui exige : i° que 
Tangle 0 se reduise a zero ou a it; 2° que la valeur numerique de x 
soit egale a p. Par suite, le facteur 

x i — 2 pa; cos 9 + p- 

ne pourta devenir nul pour une valeur reelle de x, a moins que Ton 
ne suppose 

cos6 = i ou cos0 = — i; 


et la seule valeur de x propre a faire evanouir ce facteur sera, dans la 
premiere hypothese, 


dans Ja seconde. 


X = p, 


x — — p. 


On arriverait directement au meme but en observant que Tequation 


a deux racines 


x 2 — ipx cos 6 + p t = o 


p(cos9 H- v^— i sin§), p(cos0 — \J— i sinS), 


qui ne peuvent cesser d’etre imaginaires sans devenir egales, et que 
les seules valeurs de 0 capables de produire cet'effet sont celles qui 
verifient la formule 

sin9 = o, 


de laquelle on tire 


cos0 — it i 


et, par consequent, 


x p 


pour la valeur commune des deux racines. 

Jusqu’a present, nous nous sommes bornes a determiner le nombre 
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des racines de l’equation (i), avec la forme de ces memes racines et 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les para- 
graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans les- 
quels on est parvenu a resoudre de semblables equations, sans etre 
oblige de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et a 
exprimer les racines en fonctions algebriques ou trigonometriques 
de ces coefficients. Nous observerons ici a ce sujet que, dans toute 
equation algebrique dont le premier membre est une fonction ration- 
nelle et entiere de la variable x, on peut reduire par la division le 
coefficient de la plus haute puissance de x a 1’unite, et celui de la 
puissance immediatement inferieure a zero par un changement de 
variable. En effet, si dans l’equation 

a 0 x n -h .. -+■ ct n -iX -t- a n = o 

a 0 n’est pas egal a i, il suffira de diviser 1’equation par a 0 pour 
reduire le coefficient de x n a l’unite; et, si dans une equation mise 
sous la forme 

a, n’est pas nul, il suffira de poser 

a, 

x = z — 

n 

pour obtenir une transformee en s du degre n, qui n’ait plus de 
second terme, c’est-a-dire une transformee dans laquelle le coeffi¬ 
cient de z tt ~' s’evanouisse. 

§ II. — Resolution algebrique ou tngonometrique des equations bindmes 
el de quelques equations trmomes. Theoremes de Moivre el de Cotes. 

Considerons l’equation binome 

(0 X n p — O, 

p designant une quantite constante. On en tirera 

x n — — p 
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ou, si Ton designe par p la valeur numerique de p, 


X n — dzp. 

On aura done a resoudre l’equation 

( 2 ) x n =p, 

si — p est positif, et la suivante 

(3) 'x n = — p, 


si — p est negatif. On satisfait a la premiere en prenant 


(4) 


111 

•*=((p)r=p"((0)% 


et a la seconde en prenant 

(5) x — ((— p))' ! = p" ((— 1 ))“. 

1 

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((1))", 

((— i))'\ elles sont toujours en nombre egal a n (voir le Chapitre VII, 
§ III), et se deduisent des deux formules 


( 6 ) 


2 k 7 T 


-. 2 kn 


(( i)) n = cos- : ± y/— 1 sin 


'1 

1 , (a Ar -+- i)ir , - . ( 2 Ah-i)tt 

[ ((— 1 ))" — cos-- —±.\J— 1 sin-—> 

y "■ n a 


dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement a k toutes les 

valeurs entieres qui ne surpassent pas Lorsque n est un nombre 

pair, la premiere des equations (6) fournit deux valeurs reelles de 
1 

((1))“, savoir h- 1 et — 1, correspondantes l’une a l = o, l’autre a 

k—-- Dans la meme hypothese, toutes les valeurs de ((— i)) n sont 

imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, i’expression ((1))" 
a une seule valeur reelle -t- i correspondante al = o, et 1’expres- 

3 7 


QRuvres de C. — S- II, t. III. 
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sion ((— i))' 1 une seule valeur reelle — i correspondante a k = —— • 

Par suite, 1 ’equation (i) adraet deux racines reelles, ou n’en admet 
aucune, lorsque n est un nombre pair, et la meme equation admet 
une seule racine reelle dans le eas contraire. De plus, on reconnait 
immediatement a 1’inspection des formules (6) que les racines imagi- 
naires sont conjuguees deux a deux, ainsi qu’on devait s’y attendre. 
Gonsiderons maintenant 1’equation trinome 


( 7 ) 


p x" -+- q — o, 


p, q designant deux quantites constantes choisies a volonte. On en 
tirera 

x 111 px n — — q 


et, par suite, 


( 8 ) 




-?• 


Si ^— q est positif, l’equation qui precede entrainera l’une des deux 
suivantes : 


x n + 





en sorte que x n admettra deux valeurs reelles comprises dans la for- 
mule 

( 9 ) “ f ~\/j ~ q ' 

Lorsque le nombre n se reduit a l’unite, la formule (9) fournit imme¬ 
diatement les deux racines reelles dc l’equation trinome du second 
degre 

( 10 ) X 2 -±-px H- q o. 

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s’agita l’equa- 
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tion (7), on n’a plus a resoudre que deux equations binomes sem- 
blables a celles que nous avons traitees ci-dessus. 

Supposons maintenant la quantile — r - q negative. L’equation (8) 

•4 

entrainera l’une des deux suivantes : 

*"+7 = + y ■ v—j V /zr i- 

en sorte que x n admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 
formule 



Si le nombre ri se reduit a l’unite, ces valeurs seront les racines ima- 
gipaires de l’equation (10). Mais, si l’on suppose n>.i, il restera 
encore a deduire des valeurs connues de x n les valeurs de x. Desi- 
gnons par p, dans cette hypothese, le module de l’expression imagi- 
naire qui sert de second membre a la formule (ti). On aura evidem- 
ment 

1 

( 12 ) p = g' 2 - 

Faisons en outre, pour plus de commodite, 


(i3) 


? = arc tang 



2 


Lorsque p sera negatif, les deux valeurs de x‘ donnees par la for¬ 
mule (it) deviendront 

04 ) cc" — p( cos? =b \J— 1 sin?), 


et Ton en conclura 

(i 5 ) x — p“ ^cos ~ ± \/— 1 sin ((i)) n . 
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Si au contraire p est positif, on trouvera 

(16) x n — — p(cosC± sj — i sin?) 
et, par suite, 

(17) x = p a (cos ~ ± v 7 - i sin ((-1))". 
Dans le cas particular oil Ton a 



'( devient nul; en sorte que les equations (id) et (17) prennent la 
forme'des equations ( 4 ) et ( 5 ). 

Si l’«n designe, pour abreger, p“ par r, on tirera des equations (12) 
et (1 3 ), en supposant la quantite p negative, 

p — —2 v n cos?, q — r in , 

x '-' 1 -+- px n -h q — x 2 " —J2 r n x" cos? -+- r 1 ". 

Dans la meme hypothese, la formule (id) donnera 


/ S , /- . ? \ / <5 A IT , /- . A 'll 

= r I cos - y — 1 sin - ) ( cos-± y — 1 sin- 


2 A 'IT 


. 2 A TT 


, C±2A-7T , /- . C±Z2/f7T 

/■ cos-- — 1/ — i sin- 

\ n n 


k ropresentant un nombre entier, et 1’on en conclura que le trinome 

x in — 2 r n x ' 1 cos ? -+- r in 

est decomposable en facteurs reels du second degre de la forme 

? dz 2 A-it 


x z — irx cos - 


4 - r’. 


Si Ton suppose au contraire la quantite p positive, le trinome 
deviendra 


x in -h px n -h q 


x l,i 4- ir n x n cos? -h r" 1 ", 
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et ses facteurs reels du second degre seront de la forme 


x l — a rx cos 


£ ~ (2k ■+- I ) 7 T 


+ r-. 


Dans l’une et l’autre hypothese, on pourra construire geometrique- 
ment les facteurs reels du second degre par la methode ci-dessus 
indiquee (voir le § I), toutes les fois que Ton attribuera des valeurs 
reelles a la variable x. Si Ton prend la valeur numerique de cette 
variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent 
aux differents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment a une meme extremite de cette base le cote connu, 
represente par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coincident avec les points de division d’une circonference decrite du 
rayon r en parties egales. II en resulte.que, si Von multiplie entre eux 
les carres des lignes mene.es de la seconde extremite de la base aux points 
dont il s’agit, le produit de ces carres sera la valeur du trinome 

■ x in _j_ p x > q _ x in. -4- 2 r' ! x n cos C + r 2n . 

Dans le cas particular oil — o, le produit des lignes elles-memes repre¬ 
sente la valeur numerique du bindme 

—I— j+tl 

laquelle se confond avec la racine carree positive du trinome 

x^- n ± 2 r n x n r-" ■ 

Des deux propositions qu’on vient d’enoncer, la premiere est le theo- 
reme de Moivre, et la seconde celui de Cotes. 


§ III. — Resolution alge.brique ou trigonometrique des equations 
du troisieme et du quatrieme degre. 

Considerons l’equation generale du troisieme degre. On pourra 
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette equation. 
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la ramener a la forme 


(1) x 3 -+- px -f- q o, 

p, q designant deux quantites constantes. D’ailleurs, si Ton pose 

x t= a ■-+- v, 

u, v etant deux nouvelles variables, on en conclura 

a? 3 — (u + (>) z = u 3 + v 3 + 3 uvx, 

( 2 ) x 3 — 3 uvx — ( u 3 -+- e 3 ) = o. 

Pour rendre l’equation (2) identique avee la proposee, il suffira d’as- 
sujettir les inconnues u et v aux deux conditions 

( 3 ) «•+„» = -*, 

(4) uv — — |- 

La resolution de I’equation ( 1 ) se trouve ainsi reduite a la resolution 
simultanee des equations (3) et (4). 

Cherchons d’abord les valeurs de u 3 et de e 3 . Si l’on fait 


(5) u* = z lt (’ 3 =- 2 , 

on aura, en vertu des equations (3) et (4), 

_ _ p 3 . 

Z l t - ~'2 — c ll s l s 2—— 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable, 


1 ) ( z s t 


+ qz- 


p1. 

27 


II en resulte que z { , z 2 seront les deux racines de 1’equation 


( 6 ) 


qz — 


p! 

27 


= o. 


Ces deux racines etant connues, on deduira des formules (5) trois 
valeurs de u et trqis valeurs de v, qui se correspondront deux a deux 



PREMlfiRE PARTIE. - CHAPITRE X. 


295 


de maniere a verifier la formule (4). Soil; U l’une quelconque des 
trois valeurs de u, et V la valeur correspondante de v, en sorte qu’on 
ait 



Designons en outre par a {’expression imaginaire 


2 7T /- . 27r 

cos -f- v — i sin — ; 


les trois valeurs de l’expression ((i)) :i seront respectivement 


a°— i, 

i 

2 77 /- . 2 77 I 3 2 I - 

<3£ — COS -g- -+- y— I Sit) -g- — — — — V— I, 


„ 277 /-.277 I 3 2 /- 

«- = cos T - sf- . sin T =-- - T /-I, 

et les trois valeurs de u, evidemment comprises dans la formule gene- 

i 

rale ((i)) 3 U, deviendront 

U, «U, a s U. 

On trouvera, pour les valeurs co-rrespondantes de e, 



ou, ce qui revient au meme, 

y, a:-\, «v. 

Par consequent, si Ton nomme x a , x,, x 2 les trois racines de fequa- 
tion (i), on aura 

j ^ 0 = U+ V, 

(7) < &i= cc U + a-Y, 

l x 2 — a 2 U -4- a. V. 

II est essentiel d’observer que, U, aU, a 2 U etant les trois valeurs de 



296 


COURS D'ANALYSE. 


— JJ 

u = ((s,)) 3 , et V, a 5 V, aV les valeurs correspondantes de v = - 

3((*,)) T 

les racines a? 0 , a?,, determinees par les equations (7), seront res- 
pectivement egales aux trois valeurs de x donnees par la formule 

(8) *=((-,))*- 

3 ((=.)) 3 


Lorsque l’equation (6) a ses racines reelles, les formules ( 5 ) four- 
nissent un systeme de valeurs reelles de u et de v qui se correspon¬ 
dent de maniere a verifier l’equation ( 4 )- Si Ton prend ces memes 
valeurs pour U et Y, on reconnaitra immediatement que des trois 
racines x 0 , x,, x 2 la premiere est neccssairement reelle, et les deux 
autres reelles ou imaginaires, suivant que la quantite 



est nulle ou positive, c’est-a-dire suivant que l’equation (6) a ses 
racines egales ou inegales. Dans le premier cas, on trouve 

.r 0 =2U, — x t —'— U. 

Lorsque les racines de l’equation (6) deviennent imaginaires, on 
peut les presenter sous la forme 

-m — P ( cos 9 -+- sin0), 5,= p(cos0 — v/^sine), 

le module p etant determine par l’equation 




27 


Comme on a, dans cette hypothese. 


1 1 


((->)) 3 = p 3 (cos® + V /-I sin|) ((!))% 


la formule (8) se trouve reduite a 


( 9 ) x = p 3 


cos k + v —1 sin - 

0 o 


l)(C)) l + ( 


v 

cos - — y — 1 sin ^ 


7 ((O)*. 
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De plus, en prenant pour U l’expression imaginaire 

6 ' 


p 3 ^cos 2 sin 3 j> 

on conclura des equations (7) 


i ® 

X 0 — 2p“ COS 


10 


X 


9 + 2 TT 

— 2 p 1 COS —^- 1 


A 9 — 2 71 
X s = 2p COS - 3 - ■ 


Ces trois dernieres valeurs de x sont toutes reelles, et coincident avec 
celles que fournit la formule (9). 

Dans les calculs precedents, 1 ’equation (6), dont la solution en- 
traine celle de l’equation (1), est ce qu’on appelle la reduite. Ses 
racines z,, z a equivalent necessairement a certaines fonctions des 
racines cherchees x 0 , x,, x a . Pour determiner ces fonctions, il suffira 
d’observer que, U et Y designant des valeurs particulieres de u et v, 
on aura, en vertu des formules ( 5 ), 

S V = U 3 , 5, = V 3 . 

On tire d’ailleurs des equations (7) 

3U = x 0 4- txx 2 -+- a 1 x 1 = a(x s + ax, -+- a-x 0 ) = a? (x t 4- ax 0 4 - oC-x a ), 

3 V = x 0 -+- ax, a?x 2 — a(x,-h ax 3 -h a 2 x 0 ) = a 2 (x 2 -+- ax 0 H- a i x 1 ). 

On trouvera done, par suite, 

( 275,= (x 0 + ax 2 + a 2 x ,) 3 — (x 2 ~\- «i+ a 2 x 0 ) :> = (x,-f- ax 0 -h a 2 x 2 ) 3 , 

(n) ) 

( 27 ^ 3 = (ar 0 + <xx t -i-<x 3 Xz) 3 = (x, -+- «®,+ a 2 x 0 ) 3 = (x 2 -h ax 0 -h a 2 x,) 3 . 

Il en resuite que z,, z a sont respectivement egales (a un coefficient 
numerique pres) aux deux seules valeurs distinctes que presente le 
cube de la fonction Iineaire 


OKuvres de C. — S. II, t. III. 


x 0 + ax, 4 - a 2 x 2 , 


38 
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lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines x 0 , x ,, 
x 2 de toutes les manieres possibles. Le coefficient numerique est evi- 
demment ~ ou le cube de la fraction 

Considerons maintenant l’equation generale du quatrieme degre. 
On pourra, en faisant disparaitre le second tenne, la ramener a la 
forme 

([ 2 ) a: 4 -\~px^-\- qx -+- r = o, 

p, cj, r designant des quantites constantes. Si 1 ’on pose, en outre, 

x — U -+- P 4- w, 

u, v, w etant trois nouvelles variables, on en conclura 

X 2 := M 2 + P 2 -+- (P 2 4- 2 ( UV 4~ UW -+- VW ) 

et, par suite, 

O 2 — (ii 2 + p 2 4~ «> 2 )] 2 — 4 (m 2 p 2 4 - u 2 pp 2 4- p 2 pp s ) + 8 uvw.x 

ou, ce qui revient au merne, 


(’3) 


( X 1 '— 2(«< 2 -4- p 2 4- w 2 )x 2 —8 uvw.x 
) 4“ ( « 2 4- P 2 4~ w- ) 2 — 4 ( M 2 P 2 + « 2 (P 2 -r P 2 (V 2 ) = O. 


Pour rendre cette derniere equation identique avec la proposee, il 
suffira d’assujettir les inconnues u, v, w aux conditions 


' 4 ( «- -i- P 2 -|- HP 2 ) = — 2 p, 

04 ) < 8 uvw~~q, 

\ l6(« 2 P 2 + « 2 PP 2 4- P 9 PP 2 ) = p 2 — 4/'. 

La resolution de l’equation (12) se trouve ainsi reduite a la resolution 
simultanee des equations (i4). 

Cherchons d’abord les valeurs de4« 2 , 4 c 2 , 4 pc 2 . Si Ton fait 

05) [],V-—Z 2 , 4^ 2 = s 3, 
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on aura, en vertu des formules (i4), 

f 

& i t ^2 l -**3 ^ P , Z j Z% “H Z{ -S3 “T“ Z 2 Z 3 p ^ — /j /’, ZjZ 2 Z$ 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable, 

(~ — -i) (~ —-=s) O — = 3 ) = - 3 + 2 pz 2 + (p* — br)z — q 2 . 

II en resulte que r,, s 2 , z 3 seront les trois racines de l’equation 

(16) 2pz 2 -h (p-— l\r)z — q 2 — o; 

et, puisque ces trois racines doivent verifier la formule z- f z. 2 z 3 = </ 2 , 
on peut assurer que Tune d’elles sera positive, les deux autres etant 
toutes deux a la fois positives, ou negatives, ou imaginaires. Lors- 
qu’on aura determine ces memes racines, les deux premieres des 
equations (i 5 ) fourniront pour chacune des variables u et v deux va- 
Ieurs egales, au signe pres. Soient 

u — ± U, p = ±V 


les valeurs reelles ou imaginaires dont il s’agit; et W une quantite 
reelle ou une expression imaginaire determinee par l’equation 

8UVW — — q. 

Si dans la seconde des formules (i 4 ) on suppose 

u — + U, 9 — -+- V 

ou bien 

a — — U, f’ — —- V, 

on en tirera 

w = + W. 

Si Ton y fait, au contraire, 

«=x+U, v— — V 

ou bien 

U ~r — U, W — ■+■ Y, 

on trouvera 

u = — W. 


De cette maniere on obtiendra pour les variables u, v, w quatre sys- 
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t'emes de valeurs propres a verifier les equations (i 4 ); et, si Ton 
represente par x 0 , oc { , x. 2 , x 3 les quatre valeurs correspondantes de 
l’inconnue 

x — U -+- V -+- w, 


on aura 

I x 0 = U-t-V + W, 

ar, = -U- V+ W, 
(17) 

J x a = U —Y-W, 
( ar, = —U + V —W. 


11 est aise de reeonnaitre que ees quatre valeurs de x seront toutes 
reelles, si 1’equation (16) a ses trois racines positives, et toutes ima- 
ginaires, si l’equation (16) a deux racines negatives inegales, tandis 
que deux valeurs seront reelles, et deux imaginaires, si l’equation (16) 
a deux racines negatives egales, ou deux racines imaginaires. 

Par la methode qu’on vient d’exposer, la resolution de l’equa- 
tion (12) se trouve ramenee a celle de l’equation (16). Cette derniere, 
qu’on nomme la reduite, a necessairement pour racines certaines 
fonctions des racines de la proposee. Si l’on veut determiner ces 
fonctions, c’est-a-dire exprimer z t , z 2 , z 3 par Ie moyen de x 0 , x { , x 2 , 
x 3 , il sulfira d’observer que, U, V, W etant des valeurs particulieres 
cle u, v, w, on a, en vertu des formules (i 5 ), 

~i = 4U 2 , - 2 = 4V 2 , s s = 4W 2 . 

On tire d’ailleurs des equations (17) 

4 E — — x j —j— x 9 

4 V — x 0 — x t -hx 3 
4W = x 0 — x 3 -t- iCj 

On trouvera, en consequence, 

I 4-1= (x 0 — Xj-h x 2 — x 3 )- = (x 3 — X 0 -h x 3 — x 2 ) 2 , 

4-2= Oo— x t -h x 3 — a; 2 )-= (x t — x 0 -h x 2 — « 3 ) 2 , 

V 4-3 = (x<r*- x 2 + x t — x 3 )- — [x 2 — x 3 — x , ) s . 


— 

— 

— X 3 . 


(»8) 
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II en resulte que z it z 2 , z s sont, abstraction faite du coefficient nu- 
merique ^ , respectivement egales aux trois seules valeurs 

distinctes que presente le carre de la fonction lineaire 

a? 0 — x i -+- x, — x 3 

lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines x 0 , x { , 
x 2 , x 2 de toutes les manieres possibles. Cette meme fonction lineaire, 
pouvant s’ecrire ainsi qu’il suit 

x 0 -h (—l)j? 1 -+-(— l) 2 «2-+-(— 0 3 f3> 

n’est evidemment qu’un cas particular de la formule generate 

x 0 -h ax x -\- a 2 x 2 -h a 3 x 39 

l 

lorsqu’on design e par a une des valeurs de 1’expression ((i))'’. 
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CHAPITRE XI. 


DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


§ I. — Decomposition d’unefraction rationnelle en deux autres fractions 

de me me espece. 

Prenons pour/(a?) et F(a?) deuxfonctions entieres de Ja variable x. 

A*) 

¥(x) 

sera ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si Ton designe par m le 
degre de son denominateur F(#), 1 ’equation 

(i) F ( x) = o 

admettra m racines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; et si, 
en les supposant d’abord toutes inegales, on les represente par 

^0, ^1j • • *i 'Em— li 

les facteurs lineaires du polyndme F(a?) seront respectivement 

^ X 0 j X OC | y X CC2y . • . 9 X X /H i • 


Cela pose, faisons 
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®(a? 0 ) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 

fix) _ A _ f{x) — Ay(a) 

<?(x) c y(x) 

s’evanouira pour x — x 0 . Par suite, il en sera de meme du polynome 

f{x) — A.y{x), 

et ce polynome sera divisible algebriquement par x — x n ; en sorte 
qu’on aura 

f(x) — Acp(x) = (x — x 0 )x(x), 

(4) /(«) = A®(a?)-+- ix — x 0 )xix), 

X(x) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Si l’on 
divise par F(a;) les deux membres de cette derniere equation, en 
ayant egard a la formule (2), on en conclura 

( 5 ) - 4 , Z(^). 

F(#) x — x 0 cp^a?) 

Done, si I’on partage le polynome F(a?) en deux facteurs dont Fun 
soit lineaire, on pourra decomposer la fraction rationnelle en 
deux autres qui aient pour denominateurs respectifs les deux facteurs 
dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numerateur constant. 

Concevons maintenant que 1 ’on partage la fonction F(a?) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d’etre lineaire, corresponde a plu- 
sieurs racines de l’equation F(;r) = o. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facleur le facteur du second degre 

{x — x 0 ) ix — Xi), 

et posons, en consequence, 

( 6 ) F{x) = (x — x 0 )(x — xi)<?(x)- 

La fraction tfffl conservera une valeur finie, non seulement pour 

cpix) l 

x = x 0 , mais encore pour x = x { -, et, si Ton designe par u un poly- 
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nome da premier degre qui, dans l’une et l’autre hypothese, devienne 
egal a on trouvera (Chapitre IV, § I) 

f(x o) X — Xi f(x i) X — x 0 _ 

" _ <p(x 0 ) x 0 — x t Cj>(x l )x,— X 0 


Le polynome u etant determine, eomme on vient de le dire, l’equa- 
tion 


/(*) 

Cp(x) 


— U—O 


OU 


f(x) — u cp(x) — o 


comptera parmi ses racines x u et x K ; et par suite le polynome 

f{x)— uy{x) 


sera divisible par le produit 


On aura done 

( 8 ) 


(x — x 0 ) (x — X, ). 

f(x) — U<p(x) — (x — x 0 )(x — x t )x(x), 
f(x) = u cp(x)-h(x — x 0 )(x — x L )x(x), 


yX x ) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Si l’on 
divise la derniere equation par F( x ), en ayant bgard a la formule (6), 
on en conclura 

(q) AaI- .. 11 ! x(*) 

F(a?) (x — x 0 ) (x — x t ) <p(x) 


On prouverait de meme qu’il suffit de poser 

(io) V (x) — (x ~ X 0 ) (x — Xl) (x — x s ) cp(x) 


et 


(u) 


/(^o) (x — x t ) (x — x 2 ) 
a(x 0 ) (x 0 — x L ) (x 0 — x 2 ) 

I f(x 1 ) {x Xq) (x x 2 ) 
®(^l) (®1 — X 0 ) (Xi— x,) 
+ f(x s ) (x — x,,) (x — x t ) 
T ( x% ) ( x 2 Xq ) ( x 2 x i ) 


U — 
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pour obtenir urie equation de la forme 

( 12) fi x ) __«_ , l( x ) 

F(a;) (x — x 0 )(x — x t )(x — x%) <?(x) 

etc. 

Ainsi generalement, lorsque {’equation F(a?) = o n’a pas de racines 
egales, si Ton partage le polyndme F(a?) en deux facteurs dont le pre¬ 
mier soit le produit de plusieurs facteurs lineaires, la fraction ration- 
nelle sera decomposable en deux autres fractions de meme espece 
qui recevront pour denominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mentionnes, et dont la premiere aura un numerateur d’un 
degre moins eleve que son denominateur. 

Je passe au cas oil l’on suppose que l’equation F(a?) = o a des ra¬ 
cines egales. Soient, dans cette seconde hypothese, 

a, b, c, ... 

les diverses racines de cette meme equation, et designons par m' le 
nombre des racines egales a a; par m" le nombre des racines egales 
a b; par m'” le nombre des racines egales a c, etc. La function F(a?) 
sera equivalente au produit 

(x — a) m ' (x — b) m " (x — c) m " . .. 

ou a ce produit multiplid par un coelFicient constant, et Ton aura 

m' + m" + m'” -r-... ~ m . 

Cela pose, faisons 

(13) F (x) = (x — a) m 'co(x) 


et 

(i4) 


/( g )- A 
<P (a) 


<p(a) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 

/( g ) _a 
<?( x ) 


OEuvrcs de C. — S. II 5 l. III. 


39 
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s’evanouira pour x = a. On en conclura que le polynoine 

/(■*) — A 9(g) 

est divisible par x — a, et Ton aura, par suite, 

(i 5 ) f{x) — kd>(x) + (x — a)x(x), 

yfx) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Enfin, 
si Ton divise par F(a;) les deux membres de l’equation (i 5 ) en ayant 
egard a la formule (i 3 ), on trouvera 


/(g) A , y(x) _ 

F(«) (x — a)" 1 ' ' (a; — a) m '- l cp(x) 


On demontrerait, en raisonnant de la meme maniere, qu’il suffit de 
poser 

(17) F (x) — (x — a)" 1 ' (x — b) m “ o(x) 


et 

(18) 


/(«) g— !> + f(b) x — a 

9 (a) a — b 9(6) b — a 


pour obtenir une equation de la forme 


(19) 


/(g) __«_ 

F(a?) (x — a)" 1 ’ (x —■ b) m " 


_ x(g) _ 

(x — a)'"' -1 (x —• b) m “~ l 9 (x)’ 


II. — Decomposition d une fraction rationnelle, dont le denominateur 
est le produit de plusieurs facleurs lineaires inegaux, en fractions sim¬ 
ples qui aienl pour denominateurs respectifs ces memes facteurs lineaires 
et des numerateurs constants. 


Soit 


/(g) 

F(*) 


la fraction rationnelle que Ton considere; m le degre de la fonction 
F(#), et 

^m—1 


OCqy X \ , X 2 , 
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les racines de l’equation 

(1) F (x) — o 

supposees inegales. On aura, en designant par k un coefficient con¬ 
stant, 

(2) F {x) = k(x — x 0 ) (x — x^ .. .{x — 

et, en vertu des principes etablis dans le paragraphe qui precede, la 
fraction rationnelle pourra etre decomposee en deux autres, 
dont la premiere sera de la forme 

Ap 

X — x 0 

A 0 representant une constante, tandis que la seconde aura pour deno- 
minateur 

F(a?) . 

— k(x x 1 ) (x ). 

X X Q 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme me- 
thode, on obtiendra : 

i° Une nouvelle fraction simple de la forme 

A, . 

x — x t ’ 

2 0 Une fraction qui aura pour denominateur 
k(x — x % )... (x — 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynome 

F (x) — k{x — x 0 ) (x — x t )... (x — 

tous les facteurs lineaires qu’il renferme ; en sorte qu’on reduira defi- 
nitivement ce polynome a la constante k. Done, lorsque, par une suite 
de decompositions partielles semblables a celles que nous venons d’in- 
diquer, on aura extrait de la fraction une suite de fractions sim- 
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pies de la forme 


At 


x ■ 


X x X — X 2 


Ab-1 _ 

& m —1 


le reste ne pourra etre qu’une fraction rationnelle a denominateur 
constant, c’est-a-dire une fonction entiere de la variable x. En desi- 
gnant par R cette fonction entiere, on trouvera 


(3) 


.f{ x ) _n , A o , A, , A 2 , , A m _i 

7^7—: — r1 H-H-1-h • . • + -• 

r (x) x — x 0 x — x t x — x 2 x — 


II reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs des constantes 

Ao, A t , A 2 , • • •, A m _j. 


Ces valeurs se deduiraient sans difficulty de la methode de decompo¬ 
sition indiquee dans le § I. Mais on parvient plus directement a leur 
determination a 1’aide des considerations suivantes : 

Si Ton multiplie par F(a?) les deux membres de l’equation ( 3 ),. on 
en tirera 


(4) 


f{x.) = RF(s) + A 
H- A 


F(x) 

0 x — x 0 

F(a?) 

X X 2 


-+• A, 


F(.ic') 

x — x l 




F(g) 

X x m 


Si dans les deux membres de cette derniere formule on fait 


x = x a 4- z. 


la somme 


RF(a:) H- At 


f(x) 
X — X. 


F(X) 


-h ■ ■ ■ A„,_t 


F(g) 
x — x m ^. 


qui est evidemment un polynome en x divisible par x — x 0 , prendra 
la forme 

z Z, 


Z designant une fonction entiere de z, et Ton aura, par suite, 

(5) /(a; 0 +a) = Ao^^Lii + gz. 

z 
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Supposons maintenant que la substitution de x -h z au lieu de x dans 
la fonction F(a?) donne generalement 

(6) F(# -+- z) = F(«) + s F,(a:) -4- s 2 F 2 («) -k... 

On en deduira 

F(#0 “F ■“) — z F t (a^o) + z 2 F 2 (&o) -4-. .., 

et l’equation ( 5 ) deviendra 


/(«»~F z ) — A 0 [F[ (js 0 ) -1- z F 2 (a?o) ] h- -zZ. 

Lorsqu’on fait dans eette derniere z — o, elle se reduit a 


et Ton en conclut 

(7) 


f{x 0 ) — A 0 F,(« 0 ), 


A _ ») 

•“F.i®,)' 


On trouverait, par un calcul entieremcnt semblable, 


( 8 ) 


Ai 


_ /(^i) 

""F.U,)’ 


A 


m —l 


7(^2 ) 
~ F,(«2)’ 


f(Xm -1 

Fi ( & rn— 1 


)_ 

)' 


Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour 

A 0 y Aj, A 2 y • * ^ m~ 1 


sont evidemment independantes du mode employe pour la decompo¬ 
sition de la fraction rationnelle d’ou il resulte que cette fraction 

F (x) 1 


ne peut etre decomposee que d’une seule maniere en fractions sim¬ 
ples qui aient pour denominateurs les facteurs lineaires du polynome 
F(;r) avec des numerateurs constants. 

II est aise de voir comment 1 ’equation (7) et la formule ( 3 ) du pa- 
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ragraphe precedent s’accordent entre elles. En effet, F, (x B ) est ce que 
devient le polynome 


F,(# 0 ) + sF,(^,) 


F ( x 0 -t- z) _ F ( x) 

z x — x 0 


lorsqu’on y fait z — o cm x = x 0 ; et par suite, si Ton pose 

(9) F(x)~(x — x 0 )y(x), 


on aura 


(10) 


Fi(^o) = ®{x B ), 


f{* 0 ) 

(f(x 0 ) 


Pour montrer une application des formules ci-dessus etablies, sup- 
posons qu’il s’agisse de decomposer en fractions simples la fraction 
rationnelle 

x n 

x " 1 — 1 ’ 


n designant un nombre entier inferieur a m. On aura, dans ce cas par¬ 
ticular, 

f{x) — x n , Y!(x) = x m — 1, k — 1; 


et, si Ton represente par h un nombre entier qui ne surpasse pas — > 
les diverses racines de I’equation F(a;)=:o, toutes inegales entre 
elles, seront comprises dans la formule 

2 hn , - . 2lnz 

cos-± V — 1 sin -—- • 

ni m 


Soita l’une de ces racines, et cherchons le numerateur A de la frac¬ 
tion simple qui a pour denominateur x — a. Ce numerateur sera 

A _ /(«) a n 

Ft (a j F,(a)’ 

la valeur de F, (a) etant determinee par l’equation 
F(a)+iF 1 (a)+... = F(a + s) = (a + z) m — 1 = a m — 1 + ma m ~ i z+-. 



PREMIERE PAR-TIE. - CHAPITRE XI. 
et par consequent egale a ma m ~ { . On trouvera, par suite, 


311 


d !l I 

A = --f — — 

rna" l ~ l m 


Comme on a d’ailleurs 


cos lb! ± y/ZTT sin _ 2 h (n + i)tt ^2 h(n 4- 1) k 


— COS 


m 


■ \/—i sin ; 


on conclura de ce qui precede, en faisant, pour abreger, 


00 


(n 4- i)ir 


= 0, 


x n 


1 f 1 cos2 9 4- \J — i sin2 0 cos2 9 — \J — 1 sin2f 


x m — 1 m I x — 1 


(12) I 


271 


27 T 


. 2 7 T 


x — cos-V—ism— x-cos- -hv/— 1 sin 

m m m m 


eos4$ 4 - v/— 1 sin4$ 


cos40 — v— * sin4@ 


4 77 /—• . 4 4tt /— . 4 ^ 

x — cos — — u— i sin— a; — cos — 4- w — 1 sin — 

m y m m v m 


On trouverait, en raisonnant de la meme maniere, 

x n 

X m -\- I 

(i 3 ) 



cos(? 4- \J — 1 sin 0 


X — cos- 


7 T 


— i sin ■ 


71 


4 - 


m m 

cos 304 -\j —1 sin 30 

37T - . 37T 

x — cos-V— i sin — 


cos 0 — sj — 1 sin 0 

71 /- . 71 

7 — cos-hi/-i sin — 

m m 

cos 3 9 — \J — 1 sin 30 

371 /- . 371 

x — cos --b v — i sin — 


11 est essentiel d’observer que la derniere des fractions simples com¬ 
prises dans le second membre de l’equation (r2) ou (i 3 ) sera, pour 
des valeurs paires de m, s’il s’agit de l’equation (12), et pour des va- 
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leurs impaires de m, s’il s’agit de 1’equation (i 3 ), 

COS md __ COS(«H-l)7T _ (—l) n+1 
x -f- i X 4- 1 x -j~ i 


Ainsi, par exemple, on aura 


(i 5 ) 


I 


I / I 


X *— l 
X 


2 \ X —- I X -}- I 


X A — I 


( T 6) 


o. \x — i x -h i 


/ 7t , - . 7T 

COS 77 -I- V ~ 1 Sln o 
i / o 6 


3 \ it 

x — cos g — V' 


/- • 71 

/— i sin 7- 


7T /- . 7T 

cos j — y— i sin ^ 


7T ,- . 7t X' + 1 

a: — cos -t- y — i sin ^ 


On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des equa¬ 
tions (12) ou (i 3 ) on reunit par l’addition deux fractions simples cor- 
respondantes k deux facteurs lineaires conjugues du binome x' n ± r, 
la somrae sera une nouvelle fraction qui aura pour denominateur un 
facteur reel du second degre,- et pour numerateur une fonction reelle 
et lineaire de la variable x. On trouvera, par exemple, en prenant 
n = o, m — 3 , 


07 ) 



1 


3 



71 

2X COS g — 2 


71 

— 2 X COS j -t- I 


I 

X I 


I / 2 — X I \ 

3 \a? 2 —-ai+i x-h 1 ) 


II est facile de generaliser cette remarque ainsi qu’il suit. 

Supposons que, les fonctions entieres f(x), F(a?) etant reelles, on 
designe par 

a + 6^— 1 » a — 

deux racines imaginaires conjuguees de lequation (1), et prenons 
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pour A et B deux quantites reelles propres a verifier la formule 


(j8) 


/(« + 6y/— i) 
F,(a f 6 \J— i) 


~A — B \J — i, 


F, (x) representant toujours le coefficient de s dans le developpement 
de F(a? -+- s). On aura necessairement 


/(« —6y/—i) 

Fj(« — 6 sf— 0 


et par suite, si Fon decompose la fraction rationnelle 


fix ) 
F (*)’ 


les deux 


fractions simples correspondantes aux facteurs lineaires conjugues 


x — a — i, 


seront respectivement 


(19) 


A - B y/ - 1 

x — a — 6 \J — 1 


x — a -+- S \J — 1 


A -4- B y/— 1 

x — <x -h 6 \!— 1 


En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 


(20) 


iK{x — a.) -+- 2B 6 
(x — a) 2 H- 


Cette derniere, qui a pour numerateur une fonction reelle et lineaire 
de la variable x et pour denominateur un facteur reel du second degre 
du polynome Y(x), ne diftere pas de la fraction 


u 

(x — X 0 ) (X — X,) 

que renferwe la formule (9) du paragraphe I, dans le cas ou Ton 
suppose 

x 0 — ex H- o \/ — 1 , x t — a — 6 \f— 1. 

— S. II, t. III. 


OEuvres de C. 


4 o 
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§ III. — Decomposition d’une fraction rationnelle donnee en d’autres 
plus simples qui aient pour denominateurs respeclifs les facteurs 
lineaires du denominateur de la premiere, ou des puissances de ces 
mimes facteurs, el pour numerateurs des constantes . 

Soient 

/(*) 

F (x) 

la fraction rationnelle que Ton considere, m le degre du polv- 
nome F(a;), et 

a, b, c, ... 

les diverses racines de l’equation 

(1) F(«) = o. 

On aura, en designant par k un coefficient constant, et par m!, m", 
rri", ... plusieurs nombres entiers dont la somme sera egale a m, 

(2) F(j?) = /c(x — a)" 1 ' (cc — b)" l ‘ (x — c . .. 

Cela pose, si Ton fait usage de la methode exposee dans le para- 
graphe I, on decomposer la fraction rationnelle deux autres. 

dont la premiere sera de la forme 

A 

(a? — a)" 1 ’’ 

tandis que la seconde aura pour denominateur 

F ( cc ) 

~ x _ a — kyx — a)" 1 '- 1 (as — b) m " (x — c) m ".. .. 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme 
methode, on obtiendra : x° une nouvelle fraction simple 

A, 

(x — «)">'-» ’ 
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dans laquelle A, represented une constante; 2 0 une fraction qui aura 
pour denominateur 

k(x — a )" 1 ' -2 (x — b) m " ( x — c) m ". . . . 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly- 
nome F(a;) les differents facteurs lineaires dont se compose la puis¬ 
sance (x — a)” 1 ' ; et, lorsqu’on aura extrait de une suite de frac- 

' 1 1 (x) 

tions simples de la forme 

A _ A, _ _A5_ . A,„-_i 

(as — a)'"'’ (as — a;" 1-1 ’ (x — a ’ x — a' 

le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le denominateur 
se trouvera reduit a 

k(x — b) m " (x — c) m “ .... 

Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 
forme 

J8_ IP _ R 2 

'(x — b) m "’ (x — £)"»'-»’ (x — 2 ’ x — b' 

on obtiendra un second reste dont le denominateur sera 


k(x — c)"‘".... 


Enfin, si l’on prolonge ces operations jusqu’a ce que le polynome F(ic) 
se trouve reduit a la constante k, le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle a denominateur constant, c’est-a-dire une fonc- 
tion entiere de la variable x. Appelons R cette fonction entiere. On 
aura definitivement pour la valeur de decomposee en fractions 
simples 





(3) 




316 


COURS D’ANALYSE. 


A, A,, A„,-_,; B, B,, B w '_,; C, C,, .... ,; ... designant 

des constantcs que Ton peut facileraent deduire des principes exposes 
dans le paragraphe I, ou calculer directement a 1’aide des considera¬ 
tions suivantes. 

Faisons, pour plus de commodite. 


R 


B 


B, 


( 4 ) 


(x — b) m " {x — 

C C, 

(x — c)" 1 ” (X — c)"'*" -1 




B m --! 

x — b 

x — c 


-K 


Q 


(x — b)'“" (x — c )'“*... 3 


0 sera une nouvelle fonction entiere de la variable x, et l’equation ( 3 ) 
deviendra 


f(x) __ A _ _Aj_ A,„-_i _Q_ 

F(a?) (x — a)" 1 ' (x — a )«*'-- 1 '' ' x — a (x — b) m " (x — c)" 1 ". .. 


Si 1 ’on multiplie les deux membres de cette derniere par 

F(x) — k{x — a)" 1 ' (x — b) m " (x — c) m ". . ., 


on en conclura 

(5) f(x ) = [A -+- A! (x — a) 4 -...+ A,,,--! (x — a) m '-‘ ] 

y OC — Cl 

et par suite, en faisant 


on trouvera 


x — a 4- s, 


-h k Q (x — a) m ‘ 


( 6 ) 


f{a-\~z) — (A + Ais..a- A,„-_,3 


' „ t 


Z designant la valeur du polyndme exprimee en fonction de z. 
Supposons maintenant que la substitution de x -+- z, au lieu de x, 
dans les fonctions f(x) et F(ic), donne generalement 

| f( x z) ~ f(x) -+- 3 f i ( X) -+- Z 1 f i (x) 4~ . . . , 

j F{x + z)=r. F(x)~hzF 1 {x)-^-s i F i (x) a-... 

( + s n "F m -(x) 4- F m '+,(«) - 




(io) 
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On aura, en prenarit x = a 4- z, et observant que le developpement de 
la fonction 

F(.r) = F(a 4- z) 

doit etre divisible par (x — a) m ' — z'"' , 

i /(« + d=/W + s/,(«)fj7iW+'". 

(o) 

( F(a 4- s) — [F,„'(«) 4- s F m ' + i(ci) -+- s 2 F m ' +2 ( a ) +• • .]z m ; 

(9) F(a)=o, F,(a) = o, F m '_i(a) =o. 

Cela pose, la formule (6) se trouvera reduite a 

j f ( a ) + s f\ ( a ) + fi ( a ) + • • • 

I = (A -+- Ajs 4- A 2 s 2 4-...) [F„j'(«) h- z F ; „- +1 (a) 4 - z- F m -+ t (a) 4-... ] 4- z" 1 ' Z, 

et l’on en tirera, en egalant dans les deux membres les coefficients des 
puissances semblables de z, 

/(«) = A F 

fi(a) — A, F,„-(«) 4- A F m - +1 (a), 
fzia) — A 2 F,„-( a) 4 - A, F ot _m (a) 4 - AI„' +! (a), 


On trouvera par un calcul entierement semblable 

j/(6)=BF».(6), / 1 (6) = B,F„.(6) + BF b ,. +i (6), /,(*)=..., 

(i 2 ), (/( C ) =CF„.(c), /i(c)=C l F,„.(c)+CF„, +1 (c), /*(c) = ..., 



Ces diverses equations suffiront pour fixer completement les valeurs 

des constantes A, A,, A 2 , ..., B, B,, B 2 , C, C ( , C 2 .Elies don- 

neront, par exemple, 


(i3) 



f( a ) 

F,.(«)’ 

/i(«) — AF„'-m(w) 

F ,„-(«) 

,fi ( a ) A, F m '+i (a.) 

F,«'(«) 


A F m v s («) 
-:- ? 
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Les constantes ainsi determinees etant evidemment independantes du 

fix) 

mode employe pour la decomposition de la fraction rationnelle 0 
il en resulte que cette fraction est decomposable d’une maniere seule- 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le second 
membre de l’equation (3). 

II est aise de voir que la premiere des equations (i3) s’accorde avec 
la formule (iZ|) du paragraphe I. En effet, la quantite F m -(a) est ce 
que devient le polynome 


F m ‘ (ct) —t~ -■ hi' “I - 1 ^) “e z E, n '4_*2 (^) 


F(a 


F(#) 


(x — a)" 


lorsqu’on y fait z = o ou x = a ; et par suite, si l’on pose 


04) 


¥{x) — {x — a) m '(if{x), 


on aura 


05) 


F m -(fl) — c 9(a), 


A = H ?). 
?(«) 


Dans le cas ou, les fonctions f(x) et F(£c) etant reelles l’une et 
l’autre, l’equation F(af) == o admet m' racines egales aa + 6y/— i, la 
meme equation admet encore m! racines egales conjuguees aux pre¬ 
mieres, et par consequent representees par 

a — 6 y/— i. 

Dans cette hypothese, si, apres la decomposition de la fraction ration¬ 
nelle 

fix) 

¥(x)’ 

on reunit deux a deux les fractions simples qui ont pour denomina- 
teurs 

{x — a — 6 y/— i)" 1 et (x — a-h & , 

(x — a — 6 y/ — i) " 1 et (x — oc - 1 -6 y/ — 





enfin 
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X — ot—6y/— I et X — Sl+D \/ -X, 

Ies differentes sommes obtenues seront des fractions reelies et ration- 
nelles qui auront pour denominateurs respectifs 

[(x — txy-- f-6 2 ]' re ', 

[{x — a) 2 + 6* 


(x— a)-+ 6 2 , 

et dont le systeme pourra etre remplace par une suite d’autres frac¬ 
tions qui, avec Ies memes denominateurs, auraient pour numerateurs 
des fonctions reelies et Iineaires de la variable x. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commenQant. par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 
de (x — a) 2 + 6 2 . Cherchons, par exemple, celle qui a pour denomi- 
nateur 

[(x — a)- -+- 6 2 ]" ! '= (x — a — 6 \J — i) m (x — a -t- 6y/— i) m . 

D’apres les principes etablis dans Ie paragraphe I, elle sera 


[(x —a) 3 -f-S 2 ]"''’ 

pourvu que Ton fasse 



( .. 1 r /(«+ s v /:=r ')/ T 

\ 26 s /^7 L < ? (« + 6v / ^i) V 

«c + S\/-i) 

(17) 

j /(a-g^/ZTr) , 

( cp (a 6 \J 1 ) 

a — 6 \/— x) 

et 

/,Q\ 

/ \ F(ax) 

l(x — a ) 2 + 6 2 ] m ' 


( 10 ) 



Ajoulons que, si dans la formule precedente, on pose successivement 


x — a -+- 6 -i + z. 


x — a 


6 + z > 
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on en conclura, eu egard a la seconde des equations (8), 


9 ( a -l- §y/— i 
o ( a — § \/ — i 


A _ F„,da + § 1 ) "+" 5 F/n'+i (<* + 6 \/— i) -+-... 

(26^/— 1 + 5)" 1 

^ __ Fm'(« — 6 \/—+ -sF m - + 1 (ot — §\/— 1 ) +■ ■ ■ 
( 2§V /: < 


et, par suite, 


( 19 ) 



6 v'-0 


F,„'(c; + Sy/^i) 
(26^—1)'"' 



— 6 — 1) = (—1)“‘ 


F ,„■(« — 6 y 7 — 1 ) 

(26 v/— i)" 1 ' 
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GHAPITRE XIL 

DES SERIES RECUURENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series recurrentes. 

Une serie 

(j) a 0 , a,x, a^x*, a n x n , 

ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va¬ 
riable x, est appelee recurrente, lorsque dans cette serie, consideree a 
partir d’un terme donne, le coefficient d’une puissance quelconque de 
la variable s’exprime en fonction lineaire des coefficients des puis¬ 
sances inferieures pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffise de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en deduire celui 
que Ton cherche. Ainsi, par exemple, la serie 

( 2 ) x, ix, 3a; 2 , ..., («- v-i)x n , 

est recurrente, attendu que, si Ton fait 

Ctfi —- Tl -p I , 

on aura constamment, pour des valeurs de n superieures a l’unite, 

( 3 ) &ri — ^ 1 " &n — 2* 

En general, la serie ( 1 ) sera recurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n superieures a une certaine limite, les coefficients 

&ny • • •* &n—m 

de plusieurs puissances conseeutives de x se trouvent lies entre eux 

OEuvres de C . — S. II, t, III. ^ 1 
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par une equation du premier degre. Soit 

( 4 ) k a n- m ~\- l a n-m +1 + - • ■+ P a n- 1 + <J a n — 0 

l’equation dont il s’agit, k, l,p, q designant des constantes deter- 
minees. La suite de ces constantes formera ce qu’on appelle Yechelle 
de relation de la serie, echelle dont les constantes elles-memes seront 
les differents termes. 

Dans la serie (i), supposee recurrente, la variable x et les coeffi¬ 
cients a 0 , a,, a 2 , .. a n peuvent etre ou des quantites reelles, ou des 
expressions imaginaires. Cela pose, representons par p n le module de 
l’expression a n , et par consequent la valeur numerique de cette ex¬ 
pression, lorsqu’elle est reelle. On conclura immediatement des prin- 
cipes etablis dans les Ohapitres VI et IX que la serie (i) sera tantot 
convergente, tantot divergente, suivant que le module ou la valeur 
numerique de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 

vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, l’expres- 
_ 1 

sion (p„) 


§ II. — Developpement des fractions ralionnelles en series recurrentes. 

Toutes les fois qu’une fraction rationnelle peut se developper en 
serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable, cette serie est en meme temps recurrente, 
ainsi qu’on va le faire voir. 

Considerons d’abord la fraction rationnelle 

(0 -, 

(x — a)" 1 

dans laquelle a, A designent deux constantes reelles ou imaginaires, 
et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme 
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et sera developpable, aussi bien que l’expression 



en serie convergence ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, si la valeur numerique du rapport ^ sup¬ 
pose reel, ou le module du meme rapport suppose imaginaire, est une 
quantite comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module de la variable x, module qui se reduit a la valeur 
numerique de la meme variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inferieur au module de la constante a; et Ton aura, dans cette hypo- 
these, 


( 2 ) 


x \-m m x m(m ->v- 1 ) x i 

— I — I H--4- - -:+••■ 

a j i a 1.2 a 1 

1.2.3 .. .(m — i) 2.3.4 ■ ■ .m x 

1.2.3.. .(/?i — i) ' i. 2 .3... (m — l ) a 

3.4-5. . .{m 1 ) x- 

i. 2.3... (m — i) a 2 


On trouvera par suite 


(3) 


(x — a)' 


= (- 0 " 


A 

a " 1 


m kx 
i a 


m(m + i) Ax 2 


m-t-1 


1.2 


et si Ton fait, pour abreger, 




(4) 


(-O m T 


- d\ 


(-O' 


m(m + i) A 


- da 


[ .2 a n 


on obtiendra l’equation 


(5) 


(x — a)' 


— a 0 + a x x + a i x i - I r... + a n x n +. 
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Concevons maintenant que Ton multiplie les deux membres de l’equa- 
tion precedente par (a — x) m ; on en tirera 


(—l)'"A : 


( 6 ) 


rrt , m (m — 

\ m -a 771—1 x H- 

x 1.2 

— x (a 0 -l-«i 

x + a 2 a; 2 + ...) 

* ( a 0 -+- a t x 4 - a 2 x* -+-. 

• •-t ~a m x m -^a m+i x m+i -{-. 


m 

— a m ~ 1 (a Q x -h a x x % H-- 

..+ a m x m+i +. 


mini — 1 ) 

—-- L a m -* ( a 0 x 2 -r. 

1.2 

. . -I- a m ^x m + a,„_, x m+t -t- . 



±(a 0 x m -+- a, x m+1 -\ 



ou, ce qui revient au meme, 


(7) 


(— i)' re A = a m a a -+- (^a m a t — y a' n - l a^ x 


a;' 




— a"‘- 1 a„_ 1 + 


— J )„m- 


I .2 


/~§TTt — 2 /> _ 

a W/i—2 — • • 


• ±«»-/»! 


-+•. 


Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x est inferieur au module de la constante a, par conse¬ 
quent toutes les fois que 1’on attribue a x une valeur reelle peu diffe- 
rente de zero, on en conclura, par des raisonnements semblables a 
ceux que nous avons employes pour demontrer le theoreme VI du 
Chapitre VI (§ IV), 


(8) 


(— i) m A = a m a 0 , 

a m a l — ~ a m ~ l a 0 — o, 

„ m m(m — 1) 

a m a 2 — — a, -4 -4- L a m-s a — 0 

1 1.2 0 > 
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et generalement 

. , „ m , m(m — i) 

( 9 ) a a n «" !_1 a n -i -t-— a n -z — ■ ■ ■ ± a n - m = o. 


II est essentiel de remarquer que l’equation (9) a lieu seulement pour 
des valeurs entieres de n egales ou superieures a m, et qu’elle doit 
etre remplacee, lorsqu’on suppose n<^m ,,par l’une des formules (8). 
De plus, comme l’equation (9), etant lineaire par rapport aux con- 
stantes 

&n9 dit-Si • • • 9 &n—*ni 

donnera pour la premiere de ces constantes une fonction lineaire de 
toutes les autres, il en resulte que, dans la serie 

(10) a 0 , a t x, a^x*, a n x n , ... 


consideree a partir du terme a m x m , Ie coefficient d’une puissance 
quelconque de x s’exprimera en fonction lineaire des coefficients des 
puissances inferieures pris consecutivement et en nombre egal a m. 
Cette serie sera done l’une de celles que nous avons nominees recur- 
renles. 

Parmi les diverses formules particulieres qu’on peut deduire de 
l’equation ( 3 ), il est bon de remarquer celles qui correspondent aux 
deux suppositions m = 1, m = 2. On trouve, dans la premiere hypo- 
these, 


(10 



A A 

X + -z X* 

a 1 a 3 


et, dans la seconde, 
A 


(12) 


(x — a) 


A A „ A , , A , 

— -f- 2 X -f- 3 —r X* -I- 4 -- X - 3 -t- . . . . 
a 2 a 3 <r a* 


Les deux formules precedentes, dont la premiere determine la somme 
d’une progression geometrique, subsistent, ainsi que l’equation ( 3 ). 
toutes les fois que le module de x est inferieur au module de a. 
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Lorsque dans l’equation (12) on fait en meme temps 

A = i, a — 1, 

on obtient la suivante 


(13) 


7--7 =i + 2« + 3 ^ 2 + 4^ 3 + - • •, 

(x — I ) 2 


qui a pour second membre la somme de la serie (2) (§ 1), et suppose 
le module de x inferieur a 1’unite. 

Considerons maintenant une fraction rationnelle quelconque 


04 ) 


A*) 

FO)’ 


f(x), F(a;) etant deux fonetions entieres de la variables. Represen- 
tons par a, b, c, ... les diverses racines de 1’equation 


(i5) 


F(.*) = o, 


par m! le nombre des racines egales a a, par m" le nombre des racines 

egales a b, par m'" le nombre des racines egales a c .et par k le 

coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynbme F(a?), en 
sorte qu’on ait 

(16) F (a;) = k(x — a) m ’ (x — b) m " (x — c) m ”. ... 

La methode exposee dans le Chapitre precedent fournira, pour la de¬ 
composition de la fraction rationnelle en fractions simples, une 
equation de la forme 


(17) 


I /(•*) 
F(^) 


A 

{x — a)" 1 ' 

B 

(x — b)"‘" 



Ai 

1 

_ 1 

A-m'— 1 

1 ? 

1 

r 

• « 

• 

x — a 

B, 

1 . 

_ 1 . 

B,„"_i 

(x —- b)" l '~ L 

^ • • 


x — b 

c, 

1 _ 


Cm"—1 

(X — c) m “- i 

^ . • 


X —■ c 


A, A,, ..., B, B,,..., C, G,,..., etc., designant des constantes determi- 
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nees, et R une fonction entiere de x qui s’evanouira lorsque le degre 
du polynome fix') sera inferieur a celui du polynome F(a?). Cela 
pose, concevons que le module de la variable x soit inferieur aux mo¬ 
dules des diverses racines a, b, c, ..., et par consequent au plus petit 
de ces modules. On pourra developper chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de l’equation (17) en une serie con- 
vergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de la variable x; 
puis, en ajoutant les developpements ainsi formes au polynome R, on 
obtiendra une nouvelle serie convergente toujours ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de x, et dont la somme sera equivalente a 
la fraction rationnelle Soit 

F(dj) 

(18) a„, a x x, a^x s , ..., a n x n , ... 


Ia nouvelle serie dont il est ici question, La formule 

-f / JQ \ 

(19) ;L±——a l) +a 1 x^ra i x 2 + ... 

subsistera toutes les fois que cette nouvelle serie sera convergente, 
c’est-a-dire toutes les fois que le module de la variable a? sera inferieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
1 ’equation (i 5 ). J’ajoute que la serie (18) sera toujours une serie 
recurrente. C’est ce que Ton prouvera aisement ainsi qu’il suit. 

Designons par m la somme des nombres entiers m!, m", m!", ..., ou, 
ce qui revient au meme, le degre du polynome F(a?), et faisons, en 
consequence, 

(20) F(x) — kx’"-+- lx m ~ l + . . . -H px 4 - q, 

k, /, ..., p, q representant des constantes reelles ou imaginaires. 
L’equation (19) deviendra 


( 21 ) 


/(■*) 


kx m -+- lx m ~ l 


- px 


■a 0 -h a x x H- a 2 x--\~. 


Apres 1 ’avoir mise sous la forme 

(22) f(x) = (q + px lx m ~ l + kx m ) (a 0 + a x x 4- a % x % 4- • ), 
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on en tirera, en developpant le second membre corarae on l’a fait pour 
1’equation (6), 

lf(x) = qa 0 +(qa i +pa l) )x + ... 

( 23 ) j + (qa m + pa m —\ -I-... -4- lci\ -I - ka 0 ) x m + . . . 

( "4~ ( (J&n "4" P&n—i “4 * • • "4 ~ l&n—m+l 4 r bdn—m ) X n -}- .... 

Cette derniere formule devant subsister tant que le module de la va¬ 
riable x est inferieur aux modules des constantes a, b, c, on de- 
montrera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons 
fait usage pour etablir le theoreme VI du Chapitre VI (§ IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont necessairement egaux entre eux. 11 en resulte : i° que les coeffi¬ 
cients des diverses puissances de x dans les differents termes du poly¬ 
nome f(x) sont respectivement egaux aux coefficients des memes puis¬ 
sances dans la serie dont la somme constitue le second membre de 
1’equation ( 23 ); i° que dans cette serie les coefficients des puissances 
dont 1’exposant surpasse le degre du polynome fix') se reduisent a 
zero. D’ailleurs, si 1 ’on considere un terme de la serie dans lequel 1 ’ex- 
posant n de la variable x surpasse le degre du polynome f(x), et soit 
en meme temps egal ou superieur a m, ce terme sera de la forme 

{qa n -\- pa n ~ t + la n — m+l -+- ka n _ m )x' 1 . 

Done, toutes les fois que la valeur de n, etant superieure au degre du 
polynome f(x), sera de plus egale ou superieure au degre m du poly¬ 
nome F(ic), les coefficients 

a m a n-\i ■ ■ ■ , a n —, n+ j, Cln—in 

se trouveront assujettis a 1 ’equation Iineaire 

( 2 4) 9 a ” + P a n -1 + ■ • • -+- la n — m+l -I- — o; 

et par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient a a de la 
puissance x n s’exprimera en fonction Iineaire de ceux des puissances 
inferieures prises consecutivement au nombre de m. La serie (18) 
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sera done l’une de celles que l’on nomme recurrentes* Son echelle de 
relation se composera des constantes 

k, l, ..., p, q, 

respectivement egales aux coefficients des diverses puissances de x 
dans le polynome F(a;). 

Parmi les series qui represen tent les devcloppements des fractions 
renfermees dans le second membre de la formule (17), et qui sont 
toutes convergentes dans le cas oil le module de la variable x reste 
inferieur aux modules des diverses racines de l’equation (i 5 ), Pune 
au moins deviendrait divergente si le module de la variable venait a 
surpasser celui de quelque racine. Par suite, la serie (18), toujours 
convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 
D’autre part, si l’on fait croitre indefiniment le nombre entier n, et 
si Ton designe par p n le module du coefficient a„ dans la serie (18), 
cette serie sera convergente ou divergente (voir le § I) suivant que le 
module de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des liinites 

de (p„) " , Comme les deux regies de convergence que nous venons 

d’enoncer doivent necessairement s’accorder entre elles, on peut con- 

clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 

Vequation (i 5 ) est precisement egal a la plus petite des limiles de l’ex- 
__ 1 

pression (p„) “. 

Lorsque les deux fonctions f(x), F(a?) sontreelles, le coefficient a n 

l’est aussi, et son module p„ ne differe pas de sa valeur numerique. Si 

dans la meme liypotheso l’equation F(a:)==o n’a que des racines 

reelles, la racine qui aura la plus petite valeur numerique sera, 

d’apres ce qu’on vient de dire, egale (au signe pres) a la plus petite 

1 

des limites de (p, t ) Enfin, si le rapport converge vers une 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, § III, theoreme II) a 

la limite cherchee de 1 ’expression (p) ". Cette remarque conduit a la 
regie qu’a don nee Daniel Bernoulli pour determiner numeriquement 

OEuvres dc C. — S. II, t. III. L I^ 



330 


COURS D’ANALYSE. 


ia plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantites qui 
represented les racines supposees reelles d’une equation algebrique.. 


§ III. — Sommation des series recurrentes, et fixation 
de leurs termes generaux. 


Lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la 
variable x est a la fois convergente et recurrente, elle a toujours pour 
somme une fraction rationnelle. En effet, soit 

(i) a 0 , a x x, a,x-, ..., a„x n , 

une semblable serie, et supposons que, pour des valeurs de n supe- 
rieures a une certaine limite, le coefficient a n de la puissance x n soit 
determine, en fonction lineaire des coefficients des puissances infe- 
rieures pris en nombre egal a n, par une equation de la forme 

( 2 ) ka a - m -H lci n — m j-i . . . H™ pCt it | "+~ CJClji — o, 


en sorte que les constantes 

k, l, . .., p, q 


forment l’echelle de relation de la serie. Si Ton multiplie la somme de 
cette serie, savoir 

Cl o -j- Ct\X — Cl2 CC~ -h • • • 

par le polynome 

kx m -h lx" 1 - 1 + .. .+ /»« + ?, 


le produit obtenu sera la somme d’une nouvelle serie dans laquelle 
le coefficient de x", calcule comme dans le Chapitre VI (§ IV, theo- 
reme V), s’evanouira pour des valeurs de n superieures a la limite 
assignee. En d’autres termes, le produit dont il est question sera un 
nouveau polynome d’un degre marque par cette limite. Si l’on designe 
cc nouveau polynome par f(x), on aura 


(3) f(x) — (kx" 1 -+■ lx" l ~ l 
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et, par suite, 


( 4 ) 


a , x -+- a^x 1 


_ /(«') _ 

kx m + px + q 


Done toute serie qui, ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, est a la fois convergente et recurrente, a 
pour somme une fraction rationnelle, dont le denominateur est un 
polynome dans lequel les puissances successives de x out pour coef¬ 
ficients les differents termes de l’echelle de relation de la serie. 

Lorsque pour faire connaitre une serie recurrente on donne seule- 
ment ses premiers termes et 1’echelle de relation qui sert a deduire 
des premiers termes tous ceux qui les suivent, on determine sans 
peine, a l’aide de la methode que nous venons d’indiquer, la frac¬ 
tion rationnelle qui represente la somme de la serie dans le cas oil 
elle demeure convergente. Cette fraction rationnelle etant calculee, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentee, 
s’il y a lieu, d’une fonction entiere de la variable x\ et, si 1’on cherche 
ensuite les series recurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les developpements des fractions simples 
dont il s’agit, on obtiendra, en ajoutant les termes generaux de ces 
memes series, le terme general de la serie proposee. 




NOTES. 


NOTE I. 

SUR LA TUEORIE DE8 QUANTITIES POSITIVES ET NEGATIVES. 


On a beancoup dispute sur la nature des quantiles positives ou negatives, 
et Ton a donnd a ce sujet diverses theories. Celle que nous avons adoptee 
(voir les Preliminaires, pages 2 et 3) nous parait la plus propre a eclaircir 
toutes les difficultes. Nous allons d’abord la rappeler en peu de mots. Nous 
monlrerons ensuite comment Ton en deduit la regie des signes. 

De meme qu’on voit l’idee de nombre naiire de la inesure des grandeurs, 
de meme on acquiert l’idee de quantity (positive ou negative) lorsque l’on 
considere chaque grandeur d’une espeee donnee comme devant servir a l’ac- 
croissement ou a la diminution d’une autre grandeur fixe de m6me espeee. 
Pour indiquer cette destination, on represente les grandeurs qui doivent 
servir d’accroissements par des nombres precedes du signe +, et les gran¬ 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres precedes du 
signe —. Cela posd, les signes -1- ou — places devant les nombres peu- 
vent etre compares, suivant la remarque qui en a ete faite ('), a des 
adjectifs places aupres de leurs substantifs. On designe les nombres pre¬ 
cedes du signe -t- sous le nom de quantites positives, et les nombres 
precedes du signe — sous le nom de quantites negatives. Enlin, Ton est 
convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont precedes d’aucun signe 
dans la classe des quantites positives; et c’est pour cette raison qu’on se 
dispense quelquefois d’ecrire le signe -t- devant les nombres qui doivent 
representer des quantites de cette espeee. 

En Arithmelique, on opere toujours sur des nombres dont la valeur par- 
ticuliere est connue, et qui sont par consequent donnes en cbiffres; tandis 
que dans 1’Algebre, ou l’on considere les proprietes generales des nombres, 


(’) Transactions philosophiques, annCe 1806. 
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on represente ordinairement ces memes nombres par ties lettres. Une quan¬ 
tite se trouve alors exprimee par line lettre precedee du signe -+- ou —. Au 
reste, rien n’empecbe de representer les quantites par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. C’est un artifice qui augmente les ressources de 
1’Analyse; mais, lorsqu’on veut en faire usage, il est necessaire d’avoir egard 
aux conventions suivantes. 

Comme, dans le cas ou la lettre A represente un nombre, on peut, d’apres 
ce qui a ete dit ci-dessus, designer la quantite positive dont la valeur nume- 
rique est egale a A, soit par -+-A, soit par A seulement, tandis que — A 
designe la quantite opposee, c’est-a-dire la quantite negative dont A est la 
valeur numerique : ainsi, dans le cas ou la lettre a represente une quantite, 
on regarde comme synonymes les deux expressions a et + a, et l’on d6signe 
par — a la quantite opposee. 

D’apres ces conventions, si 1’on represente par A soit un nombre, soit une 
quantite quelconque, et que 1’on fasse 


on aura 


a — + A, 

b=z- 

-+- a — A, 

+-b = 

— a — — A, 

— b = 


A, 


Si dans les quatre dernieres equations on remet pour a et b leurs valeurs 
entre parentheses, on obtiendra les formules 

\ + (+A)=+A, -t-(— A)=— A, 

( -(+A)= —A, — (— A) = + A. 

Dans cbacune de ces formules le signe du second membre est ce qu’on appelle 
le produit des deux signes du premier. Multiplier deux signes fun par l’autre, 
c’est former leur produit. L’inspection seule des equations ( 1 ) suffit pour eta- 
blir la regie des signes, comprise dans le theoreme que je vais enoncer. 

I'ufiORfeJiE I. — Le produit de deux signes semblables est toujours -t-, et le 
produit de deux signes opposes est toujours — 

II suit encore des memes equations que le produit de deux signes, lorsque 
fun des deux est +, reste egal a 1’aulre. Si done on a plusieurs signes a 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction de tous les signes -k De 
cette remarque on deduit facilement les propositions suivantes : 

— Si l on multiplie plusieurs signes les uns par les autres 


TutOIliiHE II. 
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clans un ordre quelconque, le produil sera toujours +, lorsque les signes — 
seront eri nombre pair, et le produit sera —, dans le cas contraire. 

ThEorEme III. — Le produit de tanl de signes que Von voudra reste le 
mime, dans quelque ordre qu’on les multiplie. 

Une consequence immediate des definitions qui precedent, c’est que la mul¬ 
tiplication des signes n’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mais on n’en sera point etonne, si Ton observe que la notion du produit 
de deux signes se presente des les premiers pas que l’on fait en Analyse, 
puisque dans l’addition ou la soustraction d’un mondme on multiplie reelle- 
ment le signe de ce mondme par le signe -t- ou —. 

En partant des prineipes que nous venons d’etablir, on levera facilement 
toutes les difficultes que peut offrir 1’emploi des signes —t— et — dans les ope¬ 
rations de l’Algebre et de la Trigonomelrie. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les operations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantites positives ou negatives. On devra surtout s’attacher a fixer 
d’une maniere precise le but des unes et des autres, a definir leurs resul- 
tats et a en montrer les proprietes principales. C’est ce que nous allons 
essayer de faire en peu de mots, pour les diverses operations que Ton a cou- 
tume d’executer. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. 

Somjies et differences des nombres. — Ajouler au nombre A le nombre B ou, 
en d’autres termes, faire subir au nombre A l’accroissement -+- B, c’est ce 
qu’on appelle faire une addition arithmetique. Le rdsultat de celte operation 
s’appelle somme. On l’indique en plagaut a la suite du nombre A son accrois- 
sement -+- B, ainsi qu’il suit: 

A-i-B. 

On ne demontre pas, mais on admet comma evident que la somme de plu- 
sieurs nombres reste la merne dans quelque ordre qu’on les ajoule. C’est un 
axiome fondamental sur lequel reposent l’Arithmetique, l’Algebre et toutes 
les sciences de calcul. 

La soustraction arithmetique est l’inverse de l’addition. Elle consiste a 
retrancher d’un premier nombre A un second nombre B, c’est-a-dire a cher- 
cher un troisieme nombre C qui, ajoule au second, repro'duise le premier. 
C’est la aussi ce qu’on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. 
Le resultat de cette operation se nomme difference. On i’indique en placant 
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a la suite du nombre A la diminution —B, ainsi qu’il suit : 


A -B. 

Quelquefois on designe la difference A — B sons le nom d 'exces, ou de reste, 
ou de rapport arithmelique enlre les deux nombres A et B. 

Sommes et differences des quantites. — Nous avons explique dans les preli- 
minaires ce que c’est qu’ajouter deux quantites entre elles. En ajoutant plu¬ 
sieurs quantites les unes aux autres, on obtient ce qu’on appelle leur somme. 
II est facile de demontrer, en s’appuyant sur Faxiome relatif a 1’addition des 
nombres, la proposition sAivante : 

ThEorEme IV. — La somme de plusieurs quantites reste la rneme, dans 
quelque ordre qu’on les ajoute. 

On indique la somme unique de plusieurs quantites par la simple juxta¬ 
position des lettres qui reprdsentent soit leurs valeurs numeriques, soit les 
quantites elles-mdmes, chaque lettre dtant preeedee du signe qu’elle doit 
avoir pour rester ou devenir propre a exprimer la quantity correspondante. 
Les differentes lettres pcuvcnt d’ailleurs etre disposees dans un ordre quel- 
conque, et il est permis de supprimer le signe + devant la premiere lettre. 
Considerons, par exemplc, les quantites 

a, b, c, . .., —f, —g, — h, .... 

Leur somme pourra 6tre representee par 1’expression 

a —f—g + b — h-t-c-+- - 

Dans une semblable expression, chacune des quantites 

a, b, c, ..., f, — g, — h, ... 

est ce qu’on appelle un mondme. L’expression elle-meme est un polyndme 
dont les monomes en question sont les differents termes. 

Lorsqu’un polynome renl'erme seulement deux, trois, qualre, ... termes, 
il prend le nom de binome, trindme, quadrindme, .... 

On prouve aisement que deux polynomes dont tous les termes sont dgaux 
et de signes contraires representent deux quantites opposees. 

La difference entre une premiere quantile et une seconde, c’est une troi- 
sieme quantile qui, ajoutee a la seconde, reproduit la premiere. En partant 
de cette definition, on demontre que, pour soustraire d’une premiere quan- 



NOTE i; 


337 


tite a une seconde quantiU b, il suffit d’ajouter a la premiere la quantite 
opposee a b, c’est-a-dire — b. On en eonclut que la difference des deux quan¬ 
tiles a et b doit etre representee par 

a — b. 

Nota. — La soustraclion etant l’inverse de 1’addition peut loujours s’indi- 
quer de deux manieres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantity c 
est la difference des deux quantites a et b, on peut ecrire indifferemment 

a — b — c ou a=:b-\-c. 

MULTIPLICATION ET DIVISION. 

Produits et quotients des nombres. — Multiplier le nombre A par le nombre B, 
c’est operer sur le nombre A precisement comme on op6re sur l’unite pour 
obtenir B. Le rdsultat de cette operation est ce qu’on appelle le produit de A 
par B. Pour bien comprendre la definition pr^cedente de la multiplication, 
il faut distinguer difffsrents cas suivant 1’espece du nombre B. Or ce nombre 
peut Stre tantdt rationnel, c’est-a-dire entier ou fractionnaire, tantbt irra- 
tionnel, c’est-a-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d’ajouter l’unite 
plusieui’S fois de suite ei elle-m6me. Il faudra done alors, pour former le pro¬ 
duit de A par B, ajouter le nombre A a lui-meme un pareil nombre de fois, 
c’est-a-dire faire la somme d’autant de nombres egaux a A qu’il y a d’unites 
dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour numerateur m et pour denomina- 
teur n, l’operation par laquelle on parvient au nombre P> consiste a partager 
l’unite en n parties egales et a repeter m fois le resultat trouve. On obtiendra 
done alors le produit de A par B, en partageant le nombre A en n parties 
egales, et repetant 1’une de ces parties m fois. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchees. On fait voir aisement 
que dans la m6me hypothese le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s’agit s’approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite 
sera le produit de A par B. Si Ton suppose, par exemple, B =o, on trouvera 
une limite nulle, et l’on en conclura que le produit d’un nombre quelconque 
par zero s’evanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s’appelle multiplicande, et 

OEuvres de C., S. II, t. III. 43 
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le nombre B multiplicateur. Ces deux .nombres sont aussi designes conjoin- 
tement sous le nom de facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifferemment l’une des 
trois notations suivantes : 

BxA, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le meme dans quelque ordre qu’on 
les multiplie. Cette proposition, lorsqu’il s’agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se deduit de 1’axiome relatif a 1’addition des nombres. 
On peut ensuite la demontrer successivement : i° pour deux ou trois fac¬ 
teurs rationnels; a 0 pour deux ou trois facteurs irralionnels; 3° enfin pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels. 

Diviser le, nombre A par le nombre B, c’est chercher un troisieme nombre 
dont le produit par B soit egal a A. L’operation par laquelle on y parvient 
s’appelle division, et le resultat de cette operation quotient. ])e plus, le 
nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de diviseur. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie a volonle 1’une des deux 
notations suivantes : 


Quelquefois on designe le quotient A:B sous le nom de rapport ou raison 
geometrique des deux nombres A et B. 

L’egalit6 de deux rapports geometriques A : B, C : D ou, en d’autres termes, 
l’equalion 

A:B =C:D 

est ce qu’on appelle une proportion geometrique. Ordinairement an lieu du 
signe ~ on emploie le suivant :: qui a la meme valeur, et Ton ecrit 

A: B :: C:D. 

Nota. — Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c’est, d’apres 
la definition, chercher un nombre qui, repete B fois, reproduise A. C’est 
done partager le nombre A en autant de parties egales qu’il y a d’unites 
dans B. On eonclut facilement de cette remarque que, si m et n designent 
deux nombres entiers, la n' ime partie de 1’unite devra etre representde par 
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et la fraction, qui a pour numerateur m et pour denominateur n, par 


m x -• 
n 


Telle est, en effet, la notation par laquelle on doit naturellement designer la 
fraction dont il s’agit. Mais, comme on prouve aisement que le produit 


i 

m x — 
n 


est equivalent au quotient de m par n, c’est-a-dire a — > il en resuite que la 
m6me fraction peut 6lre representee plus simplement par la notation 

m 

n 

Produits et quotients des quantites. — Le procluit d’une premiere quantite 
par une seconde est une troisieme quantite qui a pour valeur numerique le 
produit des valeurs num6riques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantites I’une par l’autrc, ‘c’est former leur 
produit. L’une des deux quantitds s’appelle multiplicateur, l’autre multipli- 
cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

Ces definitions etant admises, on etablira facilement la proposition sui- 
vante : 

ThEorEme V. — Le produit de plusieurs quantites reste le mime, dans 
quelque ordre qu’on les multiplie. 

Pour demontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le theoreme III relatif aux signes 
(voir ci-dessus, page 335). 

Diviser une premiere quantite par une seconde, c’est chercber une troi¬ 
sieme quantite qui, multipliee par la seconde, reproduise la premiere. L’ope- 
ralion par laquelle on y parvient s’appelle division; la premiere quantite 
dividende, la seconde diviseur, et le resultat de l’operation quotient. Quel- 
quefois on designe le quotient sous le nom de rapport ou raison geome- 
trique des deux quantites donnees. En partant des definitions precedentes, 
on prouve facilement que le quotient de deux quantites a pour valeur nume¬ 
rique le quotient de leurs valeurs numeriques, et pour signe le produit de 
leurs signes. 
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La multiplication et la division des quantites s’indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantites sont inverses l’une de 1’autre lorsque le 
produit de ces deux quantites sera l’unite. D’apres cette definition, la quan- 

tite a aura pour inverse et reciproquement. 

On a remarque plus haut que ce qu’on appelle fraction en Arithmetique 
est 6gal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Algebre, on 
designe aussi sous le nom de fraction le rapport ou quotient de deux quan¬ 
tites quelconques. Si done a et b represented deux quantites, ieur rap¬ 
port ^ sera une fraction algebrique. 

Nous observerons encore que la division, etant une operation inverse de 
la multiplication, peut toujours s’indiquer de deux manures. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantite c est le quotient de deux quan¬ 
tites a et b, on peut ecrire indifferemment 

a , 

T — c ou a — be. 
b 

Les produits et quotients de nombres et de quantites jouissent de pro¬ 
prieties generales auxquelles on a souvent recours. Nous avons dej& parl6 
de celle qu’a tout produit de rester le meme, dans quelque ordre que Ton 
multiplie ses facteurs. D’autres proprietes non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais ecrire. 

Soient 

a, b, c, ..., k, a', b', .. ., a", b", .. ., 

plusieurs suites de quantitds positives ou negatives. On aura, pour toules les 
valeurs possibles de ces mtsmes quantites, 

) r= ka + kb -+- kc '+..., 

a b c 

~ k + k k ^ 

_ a a' a".. . 

— - x k. 
a 


k(a + b c - 
a -I- b + c 


( 2 ) 


a a a 

b X TP X b’’ X '' ‘ 


k_ 

a 

b 


bk 

a 


Les quatre formules qui precedent donnent lieu a une foule de consequences 
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qu’il serait trop long d’enumerer ici en detail. On conclura, par exemple, de 
la troisieme formule : i° que les fractions 

a ka 

V lib 

sont egales entre elles, a, b, k designant des quantites quelconques; i° que 

d l) 

la fraction ^ a pour inverse 3° que, pour diviser une quantite k par une 

autre quantite a, il suffit de multiplier k par la quantity inverse de a, 

c’est-a-dire par -• 
a 

ELEVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

Puissances et uacines des nombres. Exfosants positifs. — jElever le nombre A 
a la puissance marquee par le nombre B, c’est chercher un troisieme nombre 
qui soit forme de A par la multiplication, comme B est forme de 1’unite par 
l’addition. Le resultat de cette operation faite sur le nombre A est ce qu'on 
appelle sa puissance du degre B. Pour bien concevoir la definition prdce- 
dente de I’elevation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est entier, fraclionnaire ou irralionnel. 

Lorsque B dEsigne un nombre entier, ce nombre est la somrne de plu- 
sieurs unites. La puissance de A, du degre B, doit done alors etre le produit 
d’autant de facteurs Egaux k A qu’il y a d’unites dans B. 

Lorsque B reprEsente une fraction (m et n etant deux nombres entiers), 

il faut, pour obtenir cette fraction : i° chercher un nombre qui, repete n fois, 
reproduise 1’unite; 2 ° repeter m fois le nombre dont il s”agit. Il faudra done 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degre ~ : i° chercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs egaux k ce nombre reproduise A; 
2 ° former un produit de m facteurs egaux A ce meme nombre. Quand on 
suppose en particular m — i, la puissance de A que Ton considere se reduit 

a celle du degre et se trouve determinee par la seule condition que le 

nombre A soit Equivalent au produit de n facteurs egaux a cette meme puis¬ 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapprochees. On prouve facileinent que 
dans la meme hypothese les puissances de A, marquees par les nombres ra- 
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tionnels dont il s’agit, s’approchent de plus en plus d’une certaine limite. 
Cette limite est la puissance de A du degre B. 

Dans l’elevation du nombre A a la puissance du degre B, Ie nombre A s’ap- 
pelle racine, et le nombre B, qui marque le degre de la puissance, exposant. 
Pour representer la puissance de A du degre B, on se sert de la notation sui- 
vante 

A B . 

D’apres les definitions qui precedent, la premiere puissance d’un nombre 
n’est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs egaux a ce nombre, sa troisieme de trois semblables fac- 
teurs, et ainsi de suite. Des considerations geometriques ont conduit a desi¬ 
gner la seconde puissance sous le nom de carre , et la troisieme sous le nom 
de cube. Quant a la puissance .du degre z6ro, elle sera la limite vers laquelle 
converge la puissance du degre B, tandis que le nombre B d£croit indefini- 
ment. II est ais6 de faire voir que cette limite se reduit a I’linile; d’oii il resulte 
qu’on a, en general, 

A° = i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et differe de 
zbro. 

Extraire du nombre A la racine marquee par le nombre B, c’est chercher 
un troisieme nombre qui, elevb a la puissance du degr£ B, reproduise A. 
L operation par laquelle on y parvient s’appelle extraction, et le rbsultat de 
l’opbration est la racine de A du degre B. Le nombre B, qui marque le degre 
de la racine, se nomme indice. Pour la representer, on se sert de la notation 
suivante : 

V/A. 

Les racines du second et du troisieme degre sont ordinaireinent dbsign^es 
sous le nom de racines carrees et cubiques. Lorsqu’il s’agit d’une racine 
carree, on se dispense presqueUoujours d’ecrire au-dessus du signed 1 in- 
dice 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 

\/A, \/A 

doivent etre considerees comme equivalentes. 

j\ota. — L’extraction des racines des nombres, btant l’inverse de leur ele¬ 
vation aux puissances, peut loujours etre indiquee de deux manieres. Ainsi,' 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est egal a la racine de A, du 



NOTE I. 


343 


degre B, on peut ecrire a volonte 

Az=C B ou C = ^A. 

Remarquons encore qu’en vertu des definitions, si Ton designe par n un 

i 

nombre entier quelconque. A" sera un nombre tel que la multiplication de 
n facteurs egaux a ce nombre reproduise A. En d’autres termes, on aura 



d’ou l’on conclura 

A" = \fk. 

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degre ^, et la 

racine de A sont des expressions equivalentes. On prouve facilement 
qu’il en est de meme dans le cas ou Ton remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

Puissances des nombres. Exposants nEgatifs. — Elever le nombre A & la puis¬ 
sance marquee par Yexposant negatif — B, c’est diviser l’unite par A B . La va- 
leur de l’expression 

A- B 

se trouve done determinee par l’equation 



qu’on peut aussi mettre sous la forme 

A B A- B = i. 

Par suite, si l’on eleve un meme nombre a deux puissances marqu6e^ par 
deux quantity opposees, on obtiendra pour r£sultats deux quantiles positives 
inverses l’une de l’autre. 

Puissances et racines rEelles des quantites. — Si, dans les definitions que 
nous avons donnees des puissances et racines des nombres correspondantes a 
des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot de quantiles 
a celuide nombres, on obtiendra les definitions suivanles pour les puissances 
et racines reelles des quantites. 

Elever la quantity a a la puissance reelle du degre m, m 6tant un nombre 
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entier, c’est former le produit d’autant de facteurs egaux a aqu’ilya d’unites 
dans m. 

Elever la quantite a a la puissance reelle du degre —■> m et n 6tant deux 

nombres entiers, c’est, en supposant, pour eviter toute incertitude, la frac- 
m 

tion — reduite a sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 
n 

egaux et tellement choisis que la puissance de chacun d’eux soit equi- 
valente a la quantite a. 

TYl 

Extraire de la quantite a la racine reelle du degre mou-i c’est chercher 

171 

une nouvelle quantite qui, elevee a la puissance reelle du degre mou-i 
reproduise a. D’apres cette definition, la n iime racine reelle d’une quantite 
est evidemment la meme chose que sa puissance reelle du degrb -• Re plus, 
on prouvera facilement que la racine du degre — equivaut a la puissance du 
degre 

771 

Enfin, elever la quantile a a la puissance reelle du degre -m ou — —■> 

c’est diviser l’unite par cette m^me quantite a elevee k la puissance reelle du 
m 

degre mou — 

° n 

Dans les operations dont on vient de parler, le nombre ou la quantite qui 
marque le degre d’une puissance reelle de a s’appelle Vexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degre d’une racine reelle se 
nomine Yindice de cette racine. 

Toute puissance de a qui correspond a un exposant dont la valeur nume- 
rique est entiere, c’est-a-dire a un exposant de la forme +mou — m, m re- 
presentant un nombre entier, admet une valeur unique et reelle que 1’on 
d^signe par la notation 

a m ou ar m . 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur numerique est 
fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs reelles, ou une seule 
valeur reelle, ou n’en admettre aucune. Les valeurs reelles dont il est ici 
question sont necessairement dCs quantiles positives ou des quanlites nega¬ 
tives. Mais, outre ces quantites, on emploie encore en Algebre des symboles 
qui, n’ayant aucune signification par eux-memes, reQoivent ndanmoins, a 
cause de leurs proprietes, les noms de puissances et de racines. Ces symboles 
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sont du nombre des expressions algebriques auxquelles on a donne le nom 
d ’imaginaires, par opposition Si celui d'expressions rielles, qui ne s’applique 
jamais qu’a des nombres ou Si des quantites. 

Cela pose, il resuite des principes etablis dans le Chapitre VII que la racine 

n ume d’une quantite quelconque a et ses puissances des degres —, — — > 

, m 

n etant un nombre entier et — une fraction irreductible, admettent cha¬ 
rt 

cune rt valeurs distinctes reelles ou imaginaires. Conformement aux nota¬ 
tions adoptees dans le meme Chapitre, on designera l’une quelconque de ces 
valeurs, s’il s’agit de la racine rt i6mc , par la notation 

. m m 

et, s il s agit de la puissance qui a pour exposant — ou — —> par la nota¬ 
tion 

m m 

((«))” ou ({a))~ n . 

1 

Ajoutons que l’expression ((a))" est comprise comme cas particulier dans 

m 

Texpression plus generate ((«))" , et que, en appelant A la valeur num6rique 
de a, on trouvera pour les valeurs reelles des deux expressions 

m m 

((«))"., ((«))": 

i° Si « designe un nombre impair, 

a 6tant + A. 

a etant — A. 

2 ° Si « designe un nombre pair, 

a etant-t-A. ±A n , ±A " . 

Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a negatif, toutes les valeurs de cha- 

m __in_ 

cune des expressions ((a))", ((a)) " deviennent imaginaires. 

Si Top fait varier la fraction — de maniere qu’elle s’approche indeliniment 

d’un nombre irrationnel B, le denominateur n croissant alors au dela de toute 
limite assignable, it en sera de meme du nombre des valeurs imaginaires 

kk 


-4- A" , -t- A n . 

m m 

— A% —A - ""; 
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qu’obliendra chacane des expressions 

m m 

((«))", ((«))“". 

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

((«)) B , ((«))-«, 

oil, si l’on fait b = ± B, la notation 

((.«))*, 

a moins de considerer une semblable notation comme propre a reprdsenter 
une infinite d’expressions imaginaires. Pour eviter cet inconvenient, nous 
n’emploierons jamais l’expression algebrique 

((«)) A 

dans le cas ou la valeur numerique de b sera irrationnelle. Seulement, dans 
cette hypoth^se, lorsque a obtiendra une valeur positive -t- A, on pourra 
faire usage de la notation 

a b ou ( a ) h , 

que Ton devra considdrer comme equivalente k 

+ A* 

(voir le Chapitre VII, § IV). 

Les puissances de nombres et de quantitds jouissent de plusieurs propriety 
remarquables qu’il est facile de demontrdr. Nous citerons entre autres celles 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais ecrire. 

Soient a, a', a", ..b, b', b", ... des quantites quelconques positives ou 
negatives; A, A', A", ... des nombres quelconques, et m, m', nil", ... des 
nombres entiers. On aura 

i A* A 6 ' A*"... = A b ~ hb ' +b ’ + —, 

(3) ] A*A'*A" ^ ’...^(AA'A^..)^ 

(A 6 )*'= A b ' b , 

a— m a~ m a ±m . . . u ' nl ~'' !n ±m*±... (chaeun des nombres m, m' t m", ... devant etre 

affectd du meme signe dans les deux membres), 

a n a' m a"' n ... — (aa'a".. ,) m , 
a~ m a'- m a"- m .. .= [aa' a". . .)~ m , 

(a m ) m ' — ( a -" l )- m '=za mm ', 

(a m ( a~" l ) m ' — a~ mm '. 
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Les formules (3) et (4) donnent lieu a une foule de consequences, parmi les- 
quelles nous nous contenterons d’indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 

A ‘(x)'= , ‘= l - 

et Ton en conclut 



Done, si 1’on eleve deux quantites positives inverses 1’une de 1’autre a une 
meme puissance, les resultats seront encore deux quantites inverses. 

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 

Lorsque dans l’expression A* on regarde le nombre A comme fixe, et la 
quantite x comme variable, la puissance A-^prend le nom d 'exponentielle. Si, 
dans la m6me hypothese, on a; pour une valeur particuliere de x, 

k x — B, 

cette valeur particuliere sera ce qu’on appelle ie logarithm# du nombre B 
dans le systeme dont la base est A. On indique ce logarilhme en plaijant 
devant le nombre la lettre initiale l ou L, ainsi qu’il suit 

;B ou LB. 

Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connailre la base du 
systeme de Iogarithmes auquel elle serapporte, il est indispensable d’6noncer 
dans le discours la valeur de cette base. Cela pose, si I’on se sert de la carac- 
teristique L pour designer les Iogarithmes pris dans le systeme dont la base 
est A, 1’equation 

k x ~ B 

entrainera la suivante 

x — LB. 

Quelquefois, lorsqu’on doit traiter en meme temps des Iogarithmes pris 
dans differents systemes, on distingue les uns des aulres a l’aide d’un ou plu- 
sieurs accents places a la droile de la lettre L, etl’on designe en consequence 
par cette lettre depourvue d’accenls les Iogarithmes d’un premier systeme, 
par la meme lettre suivie d’un seul accent les Iogarithmes d’un second sys¬ 
teme, etc. 

En s’appuyant sur les definitions qui precedent et sur les proprietes gene- 
rales des puissances des nombres, on reconnaitra facilement : i° que l’unite 
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a zero pour logarithme dans tous les systemes; 2 0 que dans tout sysleme de 
logarithmes dont la base surpasse 1’unite, tout nombre superieur 4 1’unite 
a un logarithme positif, et tout nombre inferieur a I’unite un logarithme 
negatif; 3° que dans tout systAme de logarithmes dont la base est au-dessous 
de l’unite, tout nombre inferieur a 1’unite a un logarithme positif, et tout 
nombre superieur a l’unite un logarithme negatif; 4° enfln que, dans deux 
systemes dont les bases sont inverses l’une de l’autre, les logarithmes d’uri 
meme nombre sont egaux et de signes contraires. Re plus, on demontrera 
sans peine les formules qui etablissent les proprietes principales des loga¬ 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais ecrire. 

Si l’on d6signe par B, B', B", ..., C des nombres quelconques, par les 
caractdristiques L, L' des logarithmes pris dans deux systthnes differents 
dont les bases soient A, A', et par k une quantite quelconque positive ou 
negative, on aura 

/ LBB'B".. .= LB 4- LB'-t- LB"..., 
i LB^ = /iLB, 

(5) I b lc — a lblc =iC lb , 

f LC _ RC 

\ LB _ L'B' 

On tire de la premiere de ces formules 


LB + L^ = Li = o 

b> 

et, par suite, 

Lg =— LB, 


d’oii it resulte que deux quantites positives inverses l’une de l’autre ont des 
logarithmes egaux et de signes contraires. Ajoutons que la quatrieme for- 
mule peut facilement se deduire de la seconde. En eflfet, supposons que la 
quantite k represente le logarithme du nombre C dans le systeme dont la 
base est B. On aura 

C: B* 


et, par suite, 


LC = /c LB, L'C = /iL'B, 


d’oii Ton conclura immediatement 


LC _ L/C _ 

LB — L' B ~ 
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On peat remarquer encore que, si l’on prend B=A, on tirera de la qua- 
trieme formule, a cause de LA = i, 

L'C = L'A.LC, 

ou, en faisant, pour abreger, L'A = /*, 

L'C = LC. 

Ainsi, pour passer du sysleme de logarithmes dont la base est A a celui dont 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans le premier sys- 
teme par un certain coefficient p. egal au logarithme de A pris dans le second 
system e. 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu’on nomine loga¬ 
rithmes reels, parce qu’ils se reduisent toujours a des quantites positives ou 
negatives. Mais, outre ces quantites, il existe des expressions imaginaires 
qui ont egalement re<ju, a cause de leurs proprietes, le nom de logarithmes. 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapitre IX, dans lequel nous avons expose 
la theorie des logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE. 

Nous avons remarque dans les Preliminaires qu’une longueur comptee sur 
une ligne droite ou courbe peut eitre representee tantbt par un nombre, 
tantOt par une quantite, suivant qu’on a simplement egard a la mesure de 
cette longueur, ou qu'on la considere comme devant etre portee sur la ligne 
donnee dans un sens ou dans un autre, a partir d’un point fixe que Ton 
nomme origine, pour servir soil a l’augmentation, soit a la diminution d’une 
autre longueur constante aboutissant a ce point. Nous avons ajoute que, dans 
un cercle dont le plan est suppose vertical, on fixe ordinairement l’origine 
des arcs k l’extremite du rayon tire horizontalement de gauche a droite, et 
que, a partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou negati- 
vement suivant que, pour les decrire, on commence par s’elever au-dessus 
d’elle ou par s’abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indique les origines de 
plusieurs lignes trigonometriques qui correspondent a ces m6mes arcs dans 
le cas oil le rayon du cercle se reduit a l’unite. Nous allons revenir un instant 
sur cet objet et completer les notions qui s’y rapportent. 

D’abord on etablira facilement, & l’egard des longueurs compte.es sur une 
meme ligne droite ou courbe a partir d’une origine donnee, les propositions 
suivantes : 
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TuGoRfeME VI. — Soient a, b, c, .. . des quantites quelconques positives ou 
negatives. Pour obtenir sur une ligne droite ou courbe Vextremite de la lon¬ 
gueur 

ci -H b -fl- c -{-. . . 

comptee a partir d’une origine donnee dans le sens determine par le signe de 
la quantite 

a b —I— c -f -..., 

il suffira de porter sur cette ligne : i° la longueur a a partir de Vorigine, 
dans le sens determine par le signe de a', 2 0 la longueur b a partir de Vex¬ 
tremite de a, dans le sens determine par le signe de b; 3° la longueur c a 
partir cle Vextremite de b, dans le sens determine par le signe de c, et ainsi 
de suite. 

ThRorEme VII. — Soient a et b deux quantites quelconques. Supposons de 
plus que Von porte sur une ligne droite ou courbe et a partir d’une origine 
donnee : i° une longueur egale a la valeur numerique de a, dans le sens 
determine par le signe de a; ?.° une longueur egale a la valeur numerique 
de b, dans le sens determine par le signe de b. Pour passer de Vextremite de 
la premiere longueur a celle de la seconde, ou reciproquement, en suivant 
la ligne que Von considere, il suffira de parcourir une troisieme longueur 
igale a la valeur numerique de la difference a — b. 

ThEorEme VIII. — Les memes chases etant posees que dans le tlieoreme pre¬ 
cedent, Vextremite de la longueur representee par 

«+ b 
2 

sera sur la ligne donnee un point situe a distances egales des extremites des 
longueurs a et b (les distances etant comptees sur la ligne elle-meme). 

Appliquons maintenant ces theoremes aux arcs mesures sur la circonfe- 
rence d’un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon equivaut & l’unite, 
l’origine des arcs etant fixde a 1’extrermte du rayon tire horizontalement de 
gauche a droite. Si l’on ddsigne par r., suivant l’usage, le rapport de la cir- 
conference au dianoAtre, le diamdtre etant egal a 2 , la circonfdrence entiere 
se trouvera exprimee par le norabre 271 , la moitie de la circonference par le 

nombre 7 :, et le quart par Si, de plus, on designe par a un arc quelconque 
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positif ou negatif, on conclura du theoreme VI que, pour obtenir l’extremite 
de l’arc 

<2+2 772 71 OU <2— 2TO7T 


(m etant un nombre entier), il faut porter sur la circonference, a partir de 
l’extremite de Fare a, soit dans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 
arcs negatifs, une longueur egale a 2m7r, e’est-a-dire parcourir m fois la cir¬ 
conference entire dans un sens ou dans l’autre, ce qui ramenera neces- 
sairement au point d’ou Ton etait parti. II en resulte que les extremiles des 
arcs 

a et <2 ± 2 mit 


coincident. 

On conclura egaleinent des theoremes VI ou VII : i° que les extremites 
des arcs 

a et a + 7i 


comprennent entre elles un arc egal a n, et se confondent par consequent 
avec les extremites d’un rndme diametre; i° que les extremites des arcs 


a ct a ± — 

2 

comprennent entre elles un quart de circonference, en sorte qu’elles coin¬ 
cident avec les extremites de deux rayons perpendiculaires l’un ^ l’autre. 
Enlin, on conclura du theoreme VIII : i° que les extremites des arcs 

a ct ic — a 

sont situees a egales distances de l’extreinitg de l’arc 

tr 
— ? 

2 

et par consequent placees sym6triquement de part et d’autre du diametre 
vertical; 2 ° que les extremites des arcs 

, Tl 

a et- a 

2 

sont situdes a egales distances de l’extremite de l’arc 

7t 

4 * 
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Les arcs 


7 r — a et- a, 

i 


dont il est ici question, sont respectivement appeles le supplement et le 
complement de l’arc a. En d’autres termes, deux arcs represents par deux 
quantites a et b sont supplements ou complements l’un de l’autre suivant que 
Ton a 

a ■+- » = tr on a ■+■ b = — • 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour cote commun le rayon mene par 
l’origine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs qui 
leur servent de mesure, et que ces angles eux-memes peuvent 6tre consi¬ 
ders comme les accroissements ou diminutions de 1’un d’eux pris a volonte, 
rien ne s’oppose k ce qu’ils soienl designes par les memes quantites que les 
arcs. C’est une convention que Ton a effeetivement adoptee. On dit aussi que 
deux angles sont complements ou supplements l’un de l’autre, lorsque les 
arcs correspondants sont eux-memes complements ou supplements l’un de 
l’autre. 

Passons maintenant & l’examen des lignes trigonom6triques; et, dans ce 
dessein, consid^rons un seul arc represente par la quantity a. Si on le pro- 
jetle successivement : i° sur le diametre vertical; i° stir le diametre hori¬ 
zontal, les deux projections seront ce qu’on appelle le sinus et le sinus verse 
de 1’arc a. On peut observer que la premiere est en mtae temps la projec¬ 
tion, sur le diametre vertical, du rayon qui passe par l’extr6mite de l’arc. Si 
Ton prolonge ce m§me rayon jusqu’a la rencontre de la tangente au cercle 
mene par l’origine des arcs, la partie de cette tangente intercepted entre 
l’origine' et le point de rencontre sera ce qu’on appelle la tangente trigono- 
metrique de l’arc a. Enfin la longueur comptee sur le rayon prolonge entre 
le centre et le point de rencontre sera la secante de ce meme arc. 

Les cosinus et cosinus verse d un arc, sa colangente et sa cosecante ne sont 
autre chose que les sinus et sinus verse, la tangente et la secante de son 
complement, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et la 
secante de ce meme arc, le systeme complet de ses lignes trigonometriques. 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, le sinus d’un arc se compte sur le dia¬ 
metre vertical, le sinus verse sur le diametre horizontal, la tangente sur la 
ligne qui touche le cercle a l’origine des arcs, et la sdcante sur le diametre 
mobile qui passe par l’extremite de l’arc donne. I)e plus, les, sinus et 
secantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que l’ori- 
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gine des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Enlin, 
on est generalement convenu de representer par des quantites positives 
les lignes trigonometriques de 1’arc a, dans le cas oil cet arc est posiLif et 
moindre qu’un quart de circonfCrence; d’ou il suit que l’on doit compter 
positivement le sinus et la tangente de bas en haut, le sinus verse de droite 
a gauche, et la secante dans le sens du rayon mene a Fextremite de Fare a. 

En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnaitra imme- 
diatement que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont toujours posi- 
tifs; et, de plus, on deterrninera sans peine les signes qui doivent affecter les 
autres lignes trigonometriques d’un arc dont Fextremite est donnee. Pour 
rendre cette determination plus facile, on con<joit le cercie divise en quatre 
parties egales par deux diamelres perpendiculaires entre eux, Fun horizontal, 
l’autre vertical; et ces quatre parties sont respectivement designees sous les 
noms de premier, second, troisieme et quatrieme quart de cercie. Les deux 
premiers quarts de cercie sont situes au-dessus du diametre horizontal, savoir 
le premier a droite et le second a gauche. Les deux derniers sont situes au-des- 
sous du meme diametre, savoir le.troisiCme a gauche et le quatrieme & droite. 
Cela pose, corame les extremites de deux arcs, complements Fun de l’autre, 

7T 

sont Cgalement distantes de Fextremite de Fare T > on en conclura qu’elles 

4 

sont placCes symetriquement de part et d’autre du diametre qui divise en 
deux parties egales le premier et le troisieme quart de cercie. Si l’on cherche 
ensuite quels signes doivent etre attribues aux diverses lignes IrigonomC- 
triques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
Fextremite de cet arc tombe dans un quart de cercie ou dans un autre, on 
trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le i" quart le 2 ' quart le 3“ quart le 4” quart 
de cercie. de cercie. de cercie. de cercie. 

Pour le sinus et la cosecanle. -+- -+- — — 

Pour le cosinus et la secante. -t- — — -+- 

Pour la tangente et la cotangenie.. -+- — -+- 

On peut remarquer a ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
duit du signe du sinus par le signe du cosinus. 

Les considerations precedentes conduisent encore a reconnaitre que le 
cosinus d’un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par Fex¬ 
tremite de cet arc sur le diametre horizontal, et que sur ce meme diametre 
il doit Ctre compte positivement de gauche & droite, & partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut etre mesure sur le diametre vertical 
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entre le point le plus eleve de la circonference pris pour origine et Textre- 
mite cl a sinus; que la cotangente, comptee positivement de gauche a droite 
sur la tangente horizontale menee au cercle par l’origine des cosinus verses, 
sc reduit a la longueur comprise entre cette origine et le prolongement du 
diametre mobile dont. une rnoitie est le rayon mene a l’extremite de l’arc; 
enfin que la cosecante, mesuree sur ce diametre mobile, se compte positi¬ 
vement dans le sens du rayon dont il s’agit, et a partir du centre pris pour 
origine jusqu’a Textremite de la cotangente. 

Nous avons suflisamment developpe dans les preliminaires le systeme des 
notations a l’aide desquelles nous representons les diverses lignes trigono- 
mdtriqires et les arcs qui ieur correspondent. Nous ne reviendrons pas sur 
cet objet, et nous nous contenterons d’observer que les lignes trigonome- 
triques d’un arc sont censees appartenir en meme temps a Tangle au centre 
qu’il mesure, et que Ton designe par la m 6 me quantite. Ainsi, par exemple, 
a, b, ... representant des quantiles quelconques, on pent dire egalement 
que les notations 

sin«, cos b, 

expriment le sinus de Fare ou de Tangle a , le cosinus de Fare ou de 
Tangle b, .... 

Nous terminerons cette Note en rappelant quelques propridtes remar- 
quables des lignes trigonometriques. 

D’abord, si I’oiYdesigne par a une quantite quelconque, on trouvera que le 
sinus et le cosinus de Tangle a sont toujours lies entre eux par Tdqualion 

( 6 ) sin 2 rt + cos 2 a = i, 


et que les autres lignes trigonometriques peuvent 6 lre exprimees au moyen 
de ces deux premieres ainsi qu’il suit : 


(7) 


s i v a — i — cos a, 
cosiva = i — sin a, 


langa 


sin a 
cosn ’ 


COt a = 


COS a 
sin a ’ 


seca 


: 

cosa' 


, i 

coseca = —- 

sma 


Des formules ( 6 ) et ( 7 ) on deduira facilement plusieurs autres equations, 
]>ar exemple 


( 8 ) 


1 

cota =-, 

tanga 


sec 2 a = 1 h- tang 2 a, cosec 2 a = r + cot 2 a, 


II est encore aise de voir que, si la quantite posilive R represente la Ion- 



NOTE I. 


355 


gueur d’une droite entre deux points, el a Tangle aigu ou oblus que forme 
cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnee sur l’axe 
fixe sera mesuree par la valeur numerique du produit 

R cos a., 

et la projection de la meme longueur sur une perpendiculaire £i l’axe par la 
valeur numerique du produit 

R sin a. 

Enfin on reconnaitra sans peine que, si, en partant d’un point pris au hasard 
sur la circonference du cercle qui a pour rayon l’unite, on parcourt sur cette 
circonference, dans un s£ns ou dans un autre, une longueur egale a la valeur 
numerique d’une quantite quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

7T 

extremites de cette longueur sera inferieur ou superieur a -> suivant que 
cose sera positif ou negalif.' 

Ces principes etant admis, concevons que sur la circonference dont on vient 
de parler on determine : x° les extremites A et B des arcs representes par 
deux quantiles quelconques a et b; a° l’extremite N d’un troisieme arc 

represente par ^ -• Soit, en outre, M le milieu de la corde qui joint les 

points A, R, et supposons que le point M se projelte sur le diametre horizon¬ 
tal du cercle en un certain point P. Si les longueurs mesurees sur ce dia- 
m^tre, a partir du centre pris pour origine, sont comptees posilivement de 
gauche a droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
elre representee (en vertu du theoreme VIII) par la quantite 

cosa -i- cos b 
2 

De plus, comme (en vertu du meme theoreme) le point N est situe a egales 
distances des points A et B, le diametre qui passe par le point N renfermera 
le milieu M de la corde AB; et la distance de ce milieu M au centre du cercle 
sera egale (abstraction faite du signe)au cosinus de chacun des arcs NA, NB, 
ou, ce qui revient au meme, it 

f ab \ fa-t-b \ a—b 

cos- a = cos- b ) — cos —•— 

V 2 ) \ 2 / 2 

Pour obtenir la projection horizonlale de cette distance, il suffira de la mul¬ 
tiplier par le cosinus de Tangle aigu compris entre le rayon tire horizonlale- 
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menl de gauche a droite el le diametre qui renferme le point N, c’est-a-dire 

Cl —j— b ) 

par un facteur egal (au signe pres) a cos—--En dautres termes, la di¬ 

stance du centre au point P aura pour mesure la valeur numerique du pro- 
duit 


a —b a -4- b 

cos-cos —- 

2 2 


J’ajoute que ce produit sera positif ou negatif, suivant que le point M sera 
situe a droite ou a gauche du diametre vertical. En effet, cos a ^ est positif 
ou negatif, suivant que le point N est situe par rapport a ce diametre du 

cote droit ou du cote-gauche, el cos a - est positif ou ndgatif; par suite le 
produit 

a — h a 4 - b 

cos -cos- 

2 2 

est de mthne signe que eos a ou de signe contraire, suivant que, chacun 

des arcs NA, NB etant inferieur ou superieur a le point M se trouve 

situe du m 6 me c 6 te que le point N ou du c 6 td oppose. Comme d’ailleurs la 
verticale qui passe par le point M renferme aussi le point P, il suit de la 
remarque precedente que la distance du centre au point P, dans le cas m 6 me 
ou Ton a 6 gard aux signes, peut etre representee par le produit 

a — b a + b 

cos-cos- 

2 2 


„ , . . . , cos a -+- cos b .... . 

Ce produit et la quanlite--- ont done le me me signe, avec la meine 

valeur numerique; et Ton a, par consequent, pour toutes les valeurs possibles 
des quantiles a et b, 


(9) 


cos a -+- cos b = 3 cos 



a b 

cos- 

2 


Si dans l’equation ( 9 ) on remplace b par m - b, on en tirera 
( 10 ) 


, . b — a . a -4- b 

cos a — cos b =■- 2 sin-sin- 


Be plus, si dans les equations ( 9 ) et ( 10 ) on subslilue aux angles a et b leurs 
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complements - — a, — — b, on obtiendra les suivantes t 
2 2 


. , a — b . a -+- b 

sin« -i- smo = 2 cos-sm- 

2 2 

. , a —■ b a + b 

sina— sino = 2 sm - cos- 

2 2 


Les formules (9), (10) et (11) une fois dtablies, on en deduira facilement un 
grand nombre d’aulres. On trouvera, par exemple, 


(12) 


(i 3 ) 

04 ) 


(i5) 


(16) 

(17) 


tang{(q — b) 
tangt(a + b)’ 

tang|(a — b) tang|(a ■+- b), 

| eos(a — b) + cos(a 4- b) — 2cosa cos6, 

j cos(a — b) — cos(a + b) — 2 sina sin£>, 

l sin (a -+- b) + sin (a— b) = 2 sina cos6, 

j sin(a + 6 )—sin(a— b) — 2 sin b cosa, 

( cos (a :+ b) = cosa cos 6 rp sina sin 6, 

( sin (a ± b) = sina cos 6 ± sin b cosa, 


f sina — sin b 

l sina sin b 

< 

j cos b — cosa 
( cosfe-t-eosa 


* / , v tanga ± tangb 

tang (a ± b ) =- =■ -—> 

v 1 qz tatigatangfr 


cos2a = cos 2 a — sin 2 a = 2 cos 2 a — 1 ~i — 2 sm 2 a, 


sin 2 a: 


2Sina cosa. 


Soient maintenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre¬ 
miere des formules (i 3 ) 


(18) 


cos(a -fii + c) + cos (b + c — a) + cos(c + a — b) -4- cos(a -+- b — c) 
— 4 cosa cos& cosc. 


Si dans la formule precedente, au lieu de a, b, c, on ecril \a, \b, \c, puis 
que l’on suppose 

(19) a b -+- c — 7T, 


on trouvera 

... a b c 

sina -+- sm b -+- sine = 4 cos - cos — cos - • 

222 


( 20 ) 
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Dans la meme hypothese, la fornaule (16) donnera 


(21) langa-f- tang/> + tangc = langa tang& tangc. 


L’equation (20) devant subsister, ainsi que l’equalion (19), lorsque l’oti y 
remplace deux des angles a, b, c par leurs supplements, et qu’on change le 
signe du troisienie, on en conclura 


I . , a . b . c 

sin b q- sine — sin a = 4 cos — sin - sin -> 

l 2 2 2 

. . . ... ci b . c 

122) { sine + sm« — sin o — 4 sin - cos - sin -» 

' 222 

f . .. a . b c 

I sin a q- sin b — sme — 4 sin - sin - cos - • 
\ 222 


De ces dernieres fonnules coinbinees entre elles et avec 1 ’equation (20) on 
deduit les suivantes : 


(23) 


cos' 


sin 2 i« 


(sina q- sinh q- sine) (sinh q- sine — sin«) 
4sin b sine 

(sin c q- sin a — sin b) (sina q- sin b — sine) 
4sin b sine 


Enlin, si I’on imagine que a , b, c designent les trois angles d’un triangle, et 
que les cdtes opposes soient respeetiveinent A, B, C, six produils egaux 
deux a deux, savoir 

B sine = C sin b, Csina=Asinc, Asin6 = Bsina, 


reprdsenteront les perpendiculaires abaissees des sommet.s sur les trois cbles. 
On aura, par suite, 


( 24 ) 


sina_sin b _ sinc 

~ “IT ~ TT’ 


et les equations ( 23 ) deviendront 

1 ~ nc ,21 „ _ (A- ® + C) (B -t- C — A) 

\ * 4BE-’ 

I 2D) ( 

I ..-n.i.-l C + A-BHA+B-C) 

1 1 4 B 0 


De plus, en ayant egard aux formules (19) et (24), on tirera de la premiere 
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tangf(a — b ) — cot|c. 

Les formules (19), (24), (a 5 ) et (26) suffisent pour determiner trois des six 
616 menls d’un triangle rectiligne, lorsque les trois autres elements sont 
connus, et que cette determination est possible. On peat remarquer en outre 
que les valeurs de cosa et de sina, deduites des equations ( 25 ) a l’aide des 
formules (17), sont respectivement 

BM- C 2 — A 2 

2BC 

V / (A + B + C)(B + C-A)(C + A-B)(Ah-B-C) 

2BC 

La premiere de ces valeurs peut se tirer directement d’un theoreme connu 
de Cfeometrie. Quant a la seconde, elle fournit le moyen d’exprimer la surface 
du triangle en fonction des trois cbtes.En effet, cette surface, 6quivalente au 
produit de la base C par la moiti6 de la hauteur correspondante B sina, sera 


| cosa = 

( 2 7 ) j 

f si n a = 


(28) |BC sina = }y/(A -b B C) (B + C-A)(C + A-B)(A + B- C). 
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NOTE II. 


STJR LES FORMULES QUI RESULTENT DE L’EMPLOI DU SIGNE > OU <, ET SUR LES MOYENNES 

ENTRE PLUSIEDRS QUANTITES. 


Soient a el b deux quantites inegales. Les deux formules 

a > b, b < « 

serviront egalement a exprimer que la premiere quantite a surpasse la se- 
conde b, c’est-a-di.re que la difference 

a — b 

esl positive. En partant de ce prineipe, on elablira facilement les proposi¬ 
tions que je vais dnoncer : 

THfiORtME I. — Si a, a', a", . .., b, b', b", . . . represented des quantites assu- 
jetties aux conditions 

a > b, 
a' > b\ 
a" > b". 


on aura aussi 

fl + a'+fl *4 . . •> i + 1 / + . . . , 
Demonstration. — En effet, lorsque les quantity 
a — b, a' — b', a" — b", 
sont positives, on peut assurer que leur somme 

a + a' + a' + ... - (6 + A' + J' + ...) 

Test pareillement. 


ThEorEme II. — Si A, A', A", .. B, B', B", . . . represented des nombres 
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assujetlis aux conditions 

A > Bj 
A' > B', 

A"> B", 

. y 

on aura aussi 

A A' A".. .> B B' B".... 

Demonstration. — En effet, chacune des differences 
A-B, A'-B', A"—B", ... 

etanl positive par hypothese, chacun des produils 


(A - B) A' A"... = A A' A"... - B A' A".. ., 
B(A'-B')A'... = BA' A".. — B B'A".. 
BB'(A"~B')...-BB'A"...-BB'B'..., 


sera egalement positif, el par suite ii en sera de nieme de leur somme 

A A' A'... —BB'B'.... 

ThGouSme III. — Soient a, b, r trois quantites quelconques, et supposons 

a > b; 

on en conclura, si r est positif, 

ra > rb, 

et, si r est negalif, 

ra < i b. 

Demonstration. — En effet, le produit 

r(a — b ) = ra — rb 

sera positif dans le premier cas, et negatif dans le second. 

Corollaire. — Si, en supposant a et b posilifs, on prend successivemeut 


on en conclura 



i 



a 

b 


> J. 


On se trouve ainsi ramene a cette proposition, evidenle par elle-meme, 
OEuvres de C. — S. II, t. III. 4® 
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qu’une fraction est inferieure ou superieure a l’unite, suivant qne le plus 
grand de ses deux termes est le denominateur ou le numerateur. 

ThEorEmE IV. — Soient A et A' deux nombres qui satisfassent a la condi¬ 
tion 

A > A', 


et b line quantile quelconque. On aura, si b est positif, 


et , si b est negatif, 


A ' 1 > A' 6 , 


A* < A'*.- 


Demonstration. — En effet, le quotient 


A. 

A' 


etant > r, la fraction 


A* _ 
A'* “ 



sera evidemment superieure ou inferieure a l’unite, suivant que la quantite b 
sera positive ou negative. 

ThEorEme V. — Designons par A un nombre quelconque, et soient b, b' deux 
quantiles assujetties a la condition 

b>b>, 


on en conclura, si A est plus grand que I’linild, 

A* > A*', 

et, si A est inferieur a l’unite, 

A* < A*'. 


Demonstration. — En effet, la quantite b — 
la fraction 


A! 

A*' 


= A* -6 ' 


b' 


etant positive, par bypothese, 


sera evidemment superieure ou inferieure a l’unite, suivant que Ton aura 
A > i ou A < i. 

ThEorEmi; VI. — Soil L la caracteristique des logarithmes pris dans le sys- 
leme dont la base est A, et designons par B, B' deux nombres assujettis d la 
condition 

B > B'. 

On aura, si A est plus grand que Vunite. 


LB >LB' 
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et, si A est inferieur a V unite, 

LB <LB'. 

Demonstration. — En effet, le logarilhme 

L^, = LB — LB' 

sera positif dans le premier cas, et negatif dans le second. 

Corollaire. — Si Ton se sert de la lettre l pour indiquer les logarithmes 
neperiens pris dans le systeme dont la base est 

(i) e = 2,7182818. .. 

[Chapitre VI, § I, equation ( 5 )], la condition 

B > B' 

enlralnera toujours la formule 

/B>/B'. 

Aux theoremes qui precedent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 
deduire plusieurs consequences importantes. 

THfiORtiME VII. — Soil x une quantite quelconque. On aura 

(2 ) 1 + x < e x , 

la lettre e designant, a, Vordinaire, la base des logarithmes neperiens. 

Demonstration. — Le second membre de la formule (2) restant toujours 
positif, le theoreme enonce sera evident par lui-mSme, si la quantite 1 -+- x 
est negative. II sufflra done d’examiner le cas ou Ton suppose 

( 3 ) i+;r>o. 


Or l’equation ( 23 ) du Chapitre VI (§ IV) donne, pour toutes les valeurs reelles 
possibles de x. 


1 1.2 (.2.3 1 1.2. 3 .i.2. 3 . 4-5 


X 2 /' 

X ^ 

1 ^ 1 

f x\ 

I-b X + — 1 1 -i 

" 3 y 

J 1 2 . 3 . 4 ( 

v I+ V 


(4) 
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et, comine les produits 



sont positifs, non seulement lorsque la quantite x esl positive, ilia is aussi 
lorsque, etant negative, elle a une valeur numerique inferieure a 1’unite, on 
lircra de l’equation ( 4 ), toutes les fois que la condition ( 3 ) sera rerpplie, 

e x y> i -H x. 


Corollaire I. — Si, dans le cas ou i + x est positif, On prend les loga- 
rithmes neperiens des deux membres de la formule (2), on obliendra la sui- 
vante 

( 5 ) / (1 x ) < x 

(voir le corollaire du theoreme VI). Cette derniere subsiste done toutes les 
fois que son premier membre est reel. 

Corollaire II. — Soient x, y, z, ... plusieurs quanlit6s assujetties aux con¬ 
ditions 

(6) 1 -1- X > o, I -+- y > o, 1 -+- z > 0 , .... 

On aura, en verlu de la formule (2), 

1 - J rX<.e x , 1 + y < er, 1 -1- 3 <4 e z . 

et 1 ’on en conclura (theoreme II) 

(7) (h-j)(i+7)(i + 0‘..< e x+y+z- w... 

Cette derniere formule subsiste done toutes les fois que son premier membre 
ne renferme que des facleurs positifs. 

Corollaire III. — Si dans le corollaire precedent on suppose 

x=zaa, y = a' a,', z ■= a" oi% ..., 

ct, a', ... designant des quantiles positives, et a, a', a", .. . d’aUtres quan¬ 

tiles respectivement superieures a 


I 


I 


I 

— ) 
a 


• • *5 



la formule (7) deviendra 
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(i + aa)(i + a'a 1 ) (1 -+- a" a") . . . < e aa+a’a'+a‘<t‘+... w 

Si de plus les quantites a, a', a", ... sont toutes inffsrieures if une cerlaine 
limite A> on aura (en vertit des theoremes I et III) 

et par suite on trouvera definitivement 

( 8 ) (H- a a ) (1 -4- a' a') (i -4- a" a"). . . < • •). 

La formule (8) peut etre employee avec avantage dans l’integration par 
approximation des equations differentielles. 

Passons maintenant aux theoremes sur les moyennes. Ainsi qu’on I’a deja 
dit ( Preliminaires, p. i4)> on appelle moyenne enlre plusieurs quantites don- 
nees une nouvelle quantile comprise enlre la plus petite el la plus grande de 
celles que 1 ’on considere. D’apres cetle definition, la quantite h sera moyenne 
enlre les deux quantites g, k, ou entre plusieurs quantites parmi lesquelles 
1’une des deux qu’on vient de citer serait la plus grande et l’aulre la plus 
petite, si les de.ux differences 

g — h, h — k 

sont de meme signe. Cela pose, si, pour designer une moyenne enlre les 
quantites a, a', a", ..., on emploie, comme dans les Preliminaires, la nota¬ 
tion 

M(a, a’, a", .. .), 

on etablira sans peine les propositions suivantes : 

TiiEORfiME VIII. — Soient a, a’, a", . .., h plusieurs quantiles assujetties d la 
condition 

{9) h M(a, a’, a!', ...), 

el r une autre quantite entierement arbitraire. On aura toujours 

(10) rh = M(r«, ra', ra",...). 

Demonstration. — En effet, designons par g la plus grande, et par k la plus 
petite des quantites a, a’, a", .... Les deux differences 


g — K 


h — k 
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seront positives, et par suite les produits 

r(g — h), r (h A), 

ou, en d’autres terraes, les deux differences 

rg — rh, rh — rk 
seront de merae signe. On aura done 

rh — M ( rg, rk ) 

et, a plus forte raison, 

rh — M( ra, ra ', ra", . ■ 

attendu que rg, rk sont necessairement deux des produits 

ra, ra', ra", .... 

THfiORfeME IX. — Soient A, A', A", . . ., H plusieurs nombres qai satisfassent 
a la condition 

(11) H = M(A,A',A", ...), 
el b line quantile quelconque. On aura 

(12) H*= M( A 6 , A'*, A"*, ...). 

Demonstration . — En effet, soient G et K le plus grand et le plus petit des 
nombres A, A', A", .... Les differences 

G-H, H-K 

etant alors positives, on conclura du theoveme IV que les suivantes 

G*— H*, H* — K* 
sont de meme signe. On aura done 

H*=M(G*,K*) 

et, a plus forte raison, 

H*= M(A*, X' h , A" 6 , ...). 

Corollaire. — Si Ton fait en particular b=i\, on trouvera 
s/H = M(v/A, v/A 7 , ...). 
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ThSorSme X. — Designons par A un nombre quelconque, el soient b, b', 
b", ■ ■ ■, h plusieurs quantiles assujetties a La condition 

(i3) /i=rM(6, V, b", ...). 

On aura 

04) A ft — M( A*, A*', A*", ...). 

Demonstration. — Designons par g la plus grande, et par k la plus petite 
des quantites b, b', b", .... Les deux differences 

g — h, h — k 

etant alors positives, on conclura du theoreme V que les suivantes 

A? — A/ 1 , A* — A k 

sont de meme signe. On aura done 

k h = M (A*, A*) = M (AO k b ', k b ", ...). 

THfioitfeHE XI. — Soil L la caracteristique des logarithmes dans le systeme 
dont la base est A, et designons par B, B', B'", .. ., H plusieurs nombres assu- 
jeltis a la condition 

(i5) H = M(B,B\B", . . .). 

On aura , quel que soil A, 

(j6) LII = M(LB,LB',LB", .. ). 

Demonstration. — En effet, supposons que Ton represente par G le plus 
grand, et par K le plus petit des nombres B, B', B", .... Alors les deux 
fractions 

G H 
H’ K 


etant superieures a l’unite, les logarithmes 


L 


G 

H’ 



ou, en d’autres termes, les differences 

LG-LH, LH-LK 
seront de meme signe. On aura done 

LH~M(LG, LK) = M(LB, LB', LB", ...). 
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THfioRfeME XII. — Soient b, b', b", . . . plusieurs quantiles de me me signe, en 
nombre n, et a, a', a”, . ., des quantiles quelconques en nombre egal a celui 
des premieres. On aura 


07 ) 


a - 4 -a'- 4 -a" +... a' a" 

b + b '+b"+.,. - M U’ V’ 


Demonstration. — Soit g la plus grande et k la plus petite des quanlites 

a a' a" 

V F’ F’ 

Les differences 


Or - 

a 

et 

“ - /, 

b 

b 

b 

g 

a' 

b' 

et 

a ' k 
b' k ' 

8 — 

a" 

b 1 ' 

et 

a" j. 

b" 4 


seront toutes positives. En mullipliant les deux, premieres par b, les deux 
suivantes par b', etc., on obtiendra les produits 


gb — 

a 

el 

a — 

kb, 

gb' — 

a ' 

el 

a’ — 

kb', 

gb"- 

a" 

el 

a"- 

kb", 


qui seront tous de meme signe, aussi bien que les quantiles b, b', b", .... Par 
suite, les sommes de ces deux especes de produits, savoir 

g{b -b b'-h b"-h■.— (a + a' + a"-h■. 
a -4- a’ - 4 - a" - 4 - . . . — k(b -t- b ] - 1 - b ,f - 4 -. . .), 

et les quotients de ces sommes par b -+- b' - 4 - b"-\~. .., savoir 


o . _ a -4- a' -4- a" -4 -... a - 4 - a' - 4 - a" 4 -.. . ; 

S b+ b'-^T b"- t-... ’ b ii- b 1 -+■ b" +... ~ 4 ’ 


seront encore des quantiles de meme signe; d’ou I’on conclura 


a - 4 - tf'-f- a"+... 
b-hb'+b"-h..: 




a' 

F' 


[voir dans les Preliminaires 1c tbeoreme 1 el la formule (6)]. 
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Corollaire /. — En supposant les quantites b, b', b", ... reduiies a l’unite, 
on trouve 


(. 8 ) 


a -+- a' -t- a" + .. . 
n 


~= M( a, a', a", . . .). 


Le premier membre de la formule precedente estce qu’on appelle la moyenne 
arithmetique entre les quantites a, a’, a", .... 

Corollaire II. — La moyenne enlre plusieurs quantity egales se confondant 

avec chacune d’elles, si les fractions ••• deviennent egales, on 

b b b' 

aura 

/ t ^ ^ a -t- a' -+- a" - 4 - . . . a a' a" 

(I9) b+b l + b" + ... ~~b = V = ¥’~"’ 

ce qu’il est d’ailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. — Si Ton designe par a, a', a", ... de nouvelles quantites 
qui soient toutes de m6me signe, on aura, en vertu de l’equation (17), 


( a.a -+- a.' a' -t- a." a" -t-.. 

- — Ml 

( <xa 

a! a' 

a” a" \ 

^ ab -+- <x'b' + <x"b" + . . 


\ ab ’ 

oSb 1 ’ 

u"b"' 

< 

/ 

'a 

a’ 

a" \ 

( 

= M 1 

,r 

v' 

b"’ "'J 


Cette derniere formule suffit pour etablir le theoreme III des Preliminaires. 

ThEorEme XIII. — Soient A, A', A", ..., B, B', B", .. . deux suites de n<fm- 
bres pris a volonte; et formons avec ces deux suites, que nous supposerons 
renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 

fa, fa', fa, •••• 

On aura 

(21) B+u' + B*+y A A , A „_ M (y/A, fa, fa, . . .). 

Demonstration. — Les logarithmes des quantites 

B+ ^ B ’ ,+ 'VlA'A"T 77 , fa, fa, fa, ... 

indiques par la caracteristique l sont respectivement 

Ik + lA.'-h lA"-h... IA l A' l A" 

B + B'-t- B" +... ’ B’ B' ’ B" ’ ' 
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et l’equation (17) fournit entre ces logarithmes la relation suivante: 

/A+/A'+/A' + . • _-u ( l A lk ' lA " 

IS + B'+ B'+... - { B ’ B' ’ B" ’ 

Si mainlenant on repasse des logarithmes aux nonibres, ce qui est permis en 
verln du theoreme X, on relrouvera la formule (21). 

Corollaire /, — En supposant les nombres B, B', B", .. . reduils a l’unile, 
on a simplement 

(22) y/A A r A"TTT = M(A, A', A", . . .). 

Le premier membre de la formule precedenle eslce qu’on appellela moyenne 
geometrique entre les nombres A, A', A", .... 

Corollaire II. — Si toulcs les racines 

V^A, v/A, Va 7 '- ••• 

deviennent egales, leur moyenne se confondra avec cbacune d’elles. On aura 
done alors 

( 23 ) ’v A A ; A"... = v/A = v 7 A = Va 7 ' = ..., 

ce qu’il serait facile de prouver directement. 

La valeur numerique d’une moyenne entre plusieurs quantiles donnees 
n’est pas loujours une moyenne entre leurs valeurs numeriques. Ainsi, par 
exemple, quoique — 1 soit une quantile moyenne entre — 2 el H- 3 , cepen- 
dant l’unite n’est pas une valeur moyenne entre 2 et 3 . Parmi les diverses 
manieres d’obtenir une moyenne entre les valeurs numeriques de « quan¬ 
tiles 

a, a’, a", 



1 une des plus simples consisle ii former d’abord la moyenne arillinielique 
entre les carres 

a\ a'-, a" 2 , 

eta exlraire ensuile la racine carree du resullal. En operant ainsi, on trou- 
vera premierement 
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puis, en ayanl egard au corollaire du Iheoreme IX, 


(*4) 


a' s + a** 4 -.. . 


\J ii 


= M (\Ja\ \JaJa" 1 . 


Or les quantites positives 


\! a -, yV 2 , 




representant precisement les valeurs numeriques des quantites donnees 


a, a', a", .... 

il suit de la formule (24) qu’on obtiendra une moyenne enlre ces valeurs, si 
Ton divise par \J n [’expression Ires simple 


\Ja 2 -+- a! % -+- a "' 1 -+-. . .. 

Cette expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numeriques dont ii 
s’agit, est ce qu'on pourrait appeler le module du syst&me des quantites a, 
a', a ", .... Le module du systeme de deux quantites a et b ne serait alors 
autre chose que le module ineme de (’expression imaginaire a + bsj—i 
(voir le Chapitre VII, § II). Quoi qu’il en soit, les expressions reelles de la 
forme _ 

y /a *■ —f- ci ~ —t— a”" . . . 


jouissent de proprietes tres remarquables. Dans la Geometrie, elles servent 
a determiner les longueurs mesurees en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projections orthogonales. En Algebre, elles 
fournissenl le sujet de plusieurs theoremes imporlants, parmi lesquels je me 
contenterai d’enoncer ceux qui suivent. 

TrifiOREME XIV. — Si les fractions 

a a' a" 

V V b"’ 


sont egales, la valeur numerique de chacune d’elles sera exprimee par le rap¬ 
port _ 

\Jcd -f- a! 1 —t- a ,! * -f-. . . 

v/F+ + £'* + .’ 

en sorte cju’on aura 

a a' a" _ L _ \Ja- + a' 2 -t- a"' 1 + . • ■ 

b ~ ~b‘ ~ V " 6' 2 + 6" 2 -t-. .7 ’ 


(25) 



372 COURS D’ANALYSE. 

le signe -4- ou le signe — devant etre adopte suivant que les fractions proposees 
sont positives ou negatives. 

Demonstration. — En effet, dans l’hypolhese admise, les fractions 

of aD off 
b v V 2 ’ b n ’ 


seront egales, et Ton aura, en consequence, 

a 2 a' 3 _ a " 2 _ _ a 3 -(-a' 2 +a" 2 +. . . 

b 2 ~ W- — W* 6 2 + b' 2 - 1- b"- + . . . ' 

En extrayant les racines carrees, on retrouvera la formule ( 25 ). 

ThSorMe XV. — Soient a, a', a", ... des quantiles quelconques, en nombren. 
Si ces quantites ne sont pas toutes egales entre elles, la valeur numerique de 
la somme 

a a'-h a" + .. . 

sera inferieure au produit 

\Jn sja 2 ~\- a' 2 - 1- a" 3 H- . ..; 

en sorte qu’on aura 

(26) val. nuffl.(« -+- a' + a” + . ..) < n \Ja 2 + a'' 2 -+- a n + . . . . 
Demonstration. — En effet, si au carre de la somme 

a + fl' + a* + ... 

on ajoute les carrds des differences entre les quantites a, a', a", . .. com bi¬ 
nges deux a deux de toutes les manieres possibles, savoir 

(a — a'y , (a —a")-, ..., (a' — a") 2 , ..., 

on Lrouvera 


(27) 


(a -+- a' + a!' . .) 2 -+- (a — a' ) 2 -f- (a — a") 2 -}- . . . + (a' — a")--\- . . . 

— w(a 2 -4- a' 2 -|- a ’ 2 ■+■ . . .), 


et Ton en conclura 


{a + a'-t- a" 4-. . _) 2 < n(a 2 + a' 2 -h a " 2 + . . .). 

En extrayant les racines carrees positives des deux membres de celte derniere 
formule, on obtiendra precisement la formule (26). 
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Corollaire. — Si l’on divise par n les deux membres de la formule (26), on 
trouvera 


(28) 


val. num. 


< 


^ a 1 


\J n 


Ainsi la valeur numerique de la moyenne arithmetique entre plusieurs quan¬ 
tity a, a', a", ... est inferieure au rapport 


yja 1 - 1- a ' 2 4- a "' 1 4-. .. 

--=- 3 

n 

qui represente, com me on l’a remarqud plus haut, une moyenne entre les va- 
leurs numeriques de ces mAmes quantites. 

Scolie I. — Lorsque les quantity a, a', a!’, ... deviennent egales, on a 
evidemment 

val. num. (a 4- <2'4- a" 4-...) — \jn a ' 2 4- a " 2 4-... = na. 

Scolie II. — Si dans l’equation (27) on pose successivement n= 2, n— 3 , ..., 
on en conclura 

| (a 4- a 1 ) 2 + (a — a' ) 2 = 2(a 2 4- a' 2 ), 

( 2 9 ) \ (a+a'-ha"y+(a—‘a'y--h(a-a l 'y--t-{a'—a"y= 3 (a i + a ,t +a" 1 ), 


TirtoRfcME XVI. — Solent a, a', a", ..., ex, a', a", . . . deux suites de quan¬ 
tiles, et supposons que chacune de ces suites renferme un nombre n de termes. 
Si les rapports 


ne sont pas tous igaux entre eux, la somme 

a cl 4 - al oe 4 ~ a ot —4 • • • 


sera inferieure au produit 

\Jd* 4- a’ 9 - 4 - a" 2 4-. .. y/a 2 4- a' 2 4 - a" 2 4- • • - ; 


en sorte qu’on aura 


j val. num. (aa 4 - a 1 a 1 4 - a" a" 4- - . .) 
f < \/a 2 4 - a' 2 4 - a ” 2 + . . . \/« 2 + <*'*+ a" 2 4 -. . . • 


( 3 o) 




374 


COURS D’ANALYSE. 


Demonstration. — En effet, si au carre de la somme 

a a 4 - a' a! + a" a." -+-. .. 

on ajoute les numerateurs des fractions qui representent les carres des diffe¬ 
rences entre les rapports 

a a' a" 

— > — 1 — ! 
a a. a 

combines entre eux de toutes les manieres possibles, savoir 
(ax' — a 1 a) 2 , (ax" — a" ay, ..., (a'a" — a" a') 1 , 


on trouvera 


| (aa + a'«'+a*a'+...) ! 

) -+- (ax' — a'a) 2 + (ax"— a"ay -+-. . .-1- (a'a" — a"a') 2 + . . . 


ct Ton en conclura 


(ax -h a'a'-h a"a"-h .. ,) 2 < ( n 2 -t- a ' 2 -+- a 11 - -+- . . .) (sc 2 -i- a!*--'- a 1 '--h .. .) 


En extrayant les racines carrees des deux menibres de cetle derniere formule, 
on obtiendra precisement la formule ( 3 o). 


Corollaire. — Si 1 ’on divise par n les deux membres de la formule ( 3 o), on 
trouvera 

i 

val. nurn. 


( 32 ) 


< 


\Ja 2 -h a 12 + a " 2 + ... \Ja-- 




\J n- 


Ainsi la moyenne arithmetique entre les produits 


ax, a' a!, a" a'', 

a uite valeur numerique inferieure au procluit de deux rapports qui represen- 
lent des moyennes entre les valeurs numeriques des deux especes de quan¬ 
tiles comprises dans les deux suites 

a, a', a", .. ., 

a, a', a", .... 
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Scolie J. — Lorsque les rapports 

a a' ■ a" 
ex’ a' ’ a" ’ 

deviennent egaux, on lire de la formule ( 3 i) 

(aa 4- a'a' 4 - a" cl" -y . ■ -Y — (a 2 4- a' 2 4- a" 4- s . . .) (a 2 4 - a ' 2 4 - a " 2 4 - . . .), 
el, par suite, 

val. n um. (a a -t- a' a.' -+- a ' 1 a" -+-. . .) 

= \/« 2 4 - a ' 2 4- fl " 2 4- ■ . . \/a 2 4 - a ' 2 4- a " 2 4- . . . . 

II serait facile d’arriver directenient au meme resultat. 

Scolie II: — Si dans la formule ( 3 i) on pose successivement. 

a — 2, n — 3 , . . ., 

on en conclura 

/ (aa. 4- a'«') 2 4- (a'a) 2 ^ (a s 4- a' 2 ) (a 2 4- a' 2 ), 

^ 22 ^ ) (aa 4- a' cl’ 4- a"a") 2 4- («a' — «'a) 2 4- (aa"— a" a) 2 4- (a'a" — a"a.')*- 
j = (a 2 4- a ' 2 4- a" 2 ) (a 2 4- a' 2 4- a" 2 ), 


La premiere des equations precedenl.es s’accorde avec l’equation (8) da Cha- 
pilre VII (§ I). La seconde peut s’ecrire ainsi qu’il suit, 

( (aa ‘— a'oc) 2 4- (aoc "— a"ex.)- 4- («'«" — a" cx'Y 

(34) 

j — (a 2 -t- a' 2 4- «" 2 ) (a 2 4- a' 2 4- «" 2 ) — («« 4- a'a'4- a"a") 2 , 

Ot sous cclte forme el le peut elre employee avec avantage dans la tlieorie des 
rayons de courbure des courbes tracees sur des surfaces quelconques, ainsi 
que dans plusieurs questions de Mecanique. 

Nous terminerons cette Nole par la demonstration d’un theoreme digne de 
remarque, auquel on se trouve conduit en comparant. la moyenne geome- 
trique enlre plusieurs nombres avec leur moyenne arilhmetique. Voici en 
quoi il consiste : 

TtifioiUaiK XVII. — La moyenne geometrique enlre plusieurs nombres A, B, 
C, I), ... est toujours inferieure a leur moyenne arithmetique. 
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Demonstration. — Soit n le nombre des Jettres A, B, C, D, .... 11 suffira 
de prouver qu’on a generalement 

( 35 ) VABCIT 7 . < A + B + C + D + ... 

ou, ce qui revient au mSme, 

( 36 ) ABCD.. . < 


A+B+C+D 


Or, en premier lieu, on aura evidemment, pour u = a 
AB 


A;h B ' 2 
2 


A — B V /A + B'' ! 
< 


et Ton en conclura, en prenant successivement /i = 4 > « = 8, ..., enfin « — 2™, 


ABCD < 

ABCDEFGH < 

< 


A + B\ 2 /C-hD\ 2 /a+b + c + dv 




A + B + C + DY /E + F + G 4 -H 
4 

A + B •+- C + D + E + F+G + H 
8 


( 3 7 ) 


ABCD. ..< 


( 2™ “) 


En second lieu, si n n’est pas un terme de la progression gdometrique 


2, 4? 8, 16, - * *, 

on designera par 2" 1 un terme de eelte progression superieure a n, et Ton 
fcra 

r/ . A + B+ C + D+... 

it — - ~~-; 

n 


puis, en revenant a la formule (37), et supposant dans le premier membre 
de cette formule les 2" ! — n derniers facleurs egaux a K, on trouvera 


ABCD. . 


B 


1) 


(2 m — n)K~P 


ou, en d’autres termes, 

ABCD.. .K 2 “- ra < K 2 "*. 
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On aura done par suite 

ABCD. . . < K" — 


A + B + C+D+. 



ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire. — On conclut generalement de la formule (36) 


(38) A + B-i-C + D+ ...>« y/ABCD..., 

quel que soit le nombre des lettres A, B, C, I), .... Ainsi, par exemple, 

j A h-B > 2v/AB, 

( 3 9) A-t-B + C>3v/ABC, 


QF.uvres de C. — S. II, t. III. 


48 




378 


COURS D’ANALYSE. 


NOTE III. 


SUR LA RESOLUTION NUMERIQCE DES EQUATIONS. 


Resoudre numeriquement line on plusieurs equations, c’est trouver les 
valeurs en nombres des inconnues qu’elles renferment;- ce qui exige evi- 
demment que les eonstantes comprises dans les equations donl il s’agit 
soient elles-memes reduites en nombres. Nous nous occuperons settlement 
ici des Equations qui renferment une inconnue, et nous commencerons par 
etablir, 4 leur egard, les theoremes suivants. 

ThEorEme I. — Soil f(x) une fonction reelle de la variable x, qui demeure 
continue par rapport a cette variable entre lea limites x — x 0 , x ■=. X. Si les 
deux quantites f(x 0 ), /(X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire d 
l’equation 

0) f{x) = o 

par une ou plusieurs valeurs reelles de x comprises entre x 0 et X. 

Demonstration. — Soil x 0 la plus petite des deux quantity x 0 , X. Faisons 

X — x„ — h, 

el designons par m un nombre entier quelconque superieur a 1’unite. Comme 
des deux quantites f\x 0 ), /(X), l’une est positive, i’autre negative, si Ton 
forme la suite 


/(■* «)» / 






/(X), 


et que, dans cette suite, on compare successivement le premier terme avec 
le second, le second avec le troisieme, le troisieme avec le quatrieme, etc., 
on finira necessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
secutifs qui seront de signes contraires. Soient 


/(*i), /(X') 
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deux termes de cette espece, x x elant la plus petile des deux valeurs corres- 
pondantes de x. On aura evidemment 


a?o< x x < X < X 
et 

X' — — (X — a? 0 ). 

m m 

Ayant determine x. t et X' comme on vient de le dire, on pourra de meme, 
entre ces deux nouvelles valeurs de x, en placer deux autres x 2 , X" qui, sub¬ 
stitutes dans f(x), donnent des resultats de signes contraires, et qui soienl 
propres a verifier les conditions 


X'-®,= -(X'-JT 1 ) = -^(X —*,). 

m m-' ' 

En continuant ainsi, on obtiendra : i° une serie de valeurs croissantes de x, 
savoir 

( 2 ) X 0 , X lx X 2 , • • • j 

2 ° une serie de valeurs deeroissantes 
(3) X, X', X", 

qui, surpassant les premieres de quantites respectivement egales aux pro- 
duits 

i x (X x q ), — x (X Xq ), x (X Xq ), >. •, 

finiront par differer de ces premieres valeurs aussi peu que Ton voudra. 
On doit en conclure que les termes generaux des series ( 2 ) et (3) converge- 
ront vers une limite commune. Soit a cette limite. Puisque la fonction f(x) 
reste continue depuis x = x 0 jusqu’a x = \, les termes generaux des series 
suivantes 

/(^o), /(•* 1), /( x 2 ) , ..., 

/(X), /(X')> ./(X"), ... 

convergeront egalement *vers la limite commune /(«); et, comme en s’ap- 
prochant de cette limite ils resteront toujours de signes contraires, il est clair 
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que la quantite /(«), necessairement finie, ne pourra differer de zero. Par 
consequent on verifiera l’equation 

(i) f(x)=o, 

en attribuant a la variable x la valeur particuliere a comprise entre x 0 et X. 
En d’autres termes, 

(4) x —a 

sera une ratine de l’equation (i). 

Scolie I. — Si, apres avoir pousse Ies series (2) et ( 3 ) jusqu’aux termes 

x n et X (,t) • 

(n designant un nombre entier quelconque), on prend la demi-somme de ces 
deux termes pour valeur approchee de la racine a, Ferreur commise sera plus 
petite que leur demi-difference, savoir 

1 X — x n 

2 m n 

Comme cette derniere expression decroit indefiniment a mesure que n aug- 
mente, il en r§sulte que, en calculant un nombre suffisant. de termes des 
deux series, on finira par oblenir de la racine a des valeurs aussi approch£es 
que l’on voudra. 

Scolie II. — S’il existe entre les limiles x 0 , X plusieurs racines r6elles de 
l’equation (1), la m6thode prec6dente en fera connaitre une partie, et quel- 
quefois meme les fournira toutes. Alors on trouvera pour x L et X', ou bien 
pour ;c 2 et X", ... plusieurs systemes de valeurs qui jouiront des m6mes 
propri6tes. 

Scolie III. — Si la fonction f(x) est constamment, croissante ou constam- 
ment decroissante depuis x~x 0 jusqu’a x — X, il n’existera entre ces limites 
qu’une seule valeur de x propre a verifier l’equation (1). 

Corollaire 1 . — Si l’equation (1) n’a pas de racines reelles comprises entre 
les limites x 0 , X, les deux quantites 

/(®0), /(X) 

seront de meme signe. 
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Corollaire II. — Si, dans renonce du theoreme I, on remplace la fonc- 
tion f(x) par 

/(■*) — b 

(b designant une quantity constante), on obtiendra prdcisement le theo¬ 
reme IVdu Chapitre II (§ 11 ). Dans la raeine hypothSse, en suivant la methode 
ci-dessus indiquee, on determinera numeriquement les racines de l’equation 

(5) f(x) = b 
comprises entre x 0 et X. 

Nota. — Lorsque l’equation (i) a plusieurs racines comprises entre a?,, 
et X, en calculant les series (a) et ( 3 ), on n’est pas toujours assure d’ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s’agit. Mais on pent 
arriver & ce but en suivant une autre mdthode dont M. Legendre a fait usage 
dans le Supplement a la Theorie des nombres. Cette seconde methode se 
ddduit immediatement des deux theoremes que je vais enoncer. 

THfiORteME II. — Supposons, comme dans le theoreme I, que la fonction f(x) 
reste continue depuis x = x 0 jusqu’a x = X (X etant superieur a x 0 ), et desi- 
gnons par w(x), yfx) deux fonctions auxiliaires, egalement continues dans 
I’intervalle dont il s’agit, mais de plus assujetlies : i° a croitre constamment 
avec x dans cet intervalle; 2° a fournir pour la difference 

?(#) — x( x ) 

une expression variable qui, d’abord negative lorsqu’on attribue a x la 
valeur particuliere x 0 , demeure toujours egale (au signe pres) a f{x). Si 
V equation 

(i) f(x)—o 

a une ou plusieurs racines reelles comprises entre x tj et X, les valeurs de x 
representees par 

(6) x q, x i, x%, x$f • ■ 

et deduites les unes des autres par le moyen des for mules 

(7) ®(-»i)=z( a; «)» <P( a: *)=Z(^i)* 

composeront une serie de quantites croissantes dont le terme general conver- 
gera ver$ la plus petite de ces racines. Si, au contraire, Vequation (i) n’a 



382 COURS D’ANALYSE. 

pas de ratines reelles comprises cut,re x 0 et X, le terme general de la serie (6) 
finira par surpasser X. 

Demonstration. — Admettons en premier lieu que l’equation f(x) — o ait 
une ou plusieurs racines reelles comprises entre les limites x 0 , X; et desi- 
gnons par a la plus petite de ces racines. On vdrifiera l’equation dont il s’agit 
ou, ce qui revient au meme, la suivante 


(0 


a{x)— x (x) =o, 


en prenant x — a; et Ton aura en consequence 


( 8 ) ?(«)=%(«)• 

De plus, la fonction y{x) etant constamment croissante avec x depuis 
x — x 0 jusqu’ii x = X, el a surpassant x 0 ,-Ton aura encore 

yS a )> x( x «)• 

En comliinant les deux dernieres formules avec la premiere des equations (7), 
savoir 

X ( Xq ) — <p(a?i), 

on en conclura 


et, par suite, 


<p(«) > <p(x,) 


(9) a>x 

De meme, en combinanl les trois formules 


cp(a) = x( a ), X(a)>x(x t ), yjx,) — <p(x 3 ), 

dont la seconde se deduit immediatement de la formule (9), on trouvera 

w(a) > <p(x 3 ) 

et, par suite, 

(10) a>x.,. 


En continuant ainsi, on s’assurera que tous les termes de la serie (6)'sont 
inferieurs a la racine a. J’ajoute que ces differents termes composeront une 
suite de quantites croissantes; el, en effet, puisque la difference 


y(x)- x (x) 
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est negative par hypolhese pour x x 0 , on aura 

9 (■*<>) <x(*»o); 

mais x(x Q ) ==9(3:4); done 

9 (' r o) < 9(^1). 

(11) x 0 <x l . 

De plus, x x etanl compris entre x 0 et a, aucune racine reelle de I’equation 

9 (- r ) — XO) =0 

ne se trouvera renfermee entre les limites x 0 , x x ; et par consequent (voir le 
theoreme I, corollaire I) 

9(^0) — x(-»o)» 9(^1) — X(^i) 

seront des quantites de meme signe, e’est-a-dire toutes deux negatives. On 
aura done 

9 (^i) <x(^i) 

et, par suite, k cause de x(x x ) — <? (x,), 

9O1) < 9(^2). 

( 12 ) x x <x 2 ; 
etc. Done enfin les quantites 

X 0 , x ], X-i, . . . 

formeront une serie dont le terme general x a , croissant constamment avec n 
sans pouvoir .jamais surpasser la racine a, convergera necessairement vers 
une limite egale ou inferieure a cette racine. Nommons l cette limite. Comme, 
en vertu des equations (7), on a, quel que soit. n, 

9 (^- 1 ) = l( x n), 

on en conclura, en faisant croitre n indefiniment, et passant aux limites, 

(13) 9(0 = X(0- 

La quantile / sera done elle-meme une racine de l’equation (t); et, puisque 
cette quantite sera plus grande que x 0 , sans etre superieure a la racine a, on 
aura evidemment 

(4) 


a. 
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Admettons, en second lieu, que l’equation (i) n’ait pas de racines reelles 
comprises entre x 0 et X. On prouvera encore dans celte hypothese que le 
terme general x n de la serie (6) croit constamment avec n, du moins tanl 
que ce terme reste inferieur a X. En effel, tant que cetle condition sera rem- 
plie, la difference 

— li^n) 

sera (theoreme I, corollaire I) de meme signe que 

<?(- 27 o) — z( x o), 

c’est-k-dire negative et, par suite, on 6tablira comme ci-dessus les for- 
mules (j i), ( x 2 ), .... De pius, x n ne pourra converger vers une limite fixe L 
inferieure a X, puisque l’existence de cetle limite entrainerait evidemment 
l’equation (i 3 ), et par suite 1 ’existence d’une racine reelle comprise entre x 0 
et X. Done il faudra necessairement, dans l’hypothese admise, que la valeur 
de x a finisse par surpasser la limite X. 

Corollaire I. — Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires ®{x), 
yfx) sont assujetlies dans l’enonce du theoreme II peuvent etre remplies 
d’une infinite de manieres. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que l’on 
peul attribuer a la fonction ®{x), il importe d’en choisir une qui permette 
de resoudre facilement les Equations (7), e’est-a-dire, en general, toute 
equation de la forme 

o(x) = const. 

La valeur de <?(x) etant choisie, comme on vient de le dire, on calculera 
sans peine les differents termes de la serie (6), et il sul'fira de chercher la 
limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus petite des racines de 
I’equation (1) comprises entre x ' 0 et X. Si.ces m6mes termes finissent par 
surpasser X, I’equation (1) n’aura pas de racine reelle dans l’intervalle de x„ 
a X. 

Corollau e II. — Si l’on prend 

x 0 =o, 

et si, de plus, l’equution (1) adrnet des racines positives, les quantit6s x u 
x. 2 , ... seront toutes inferieures a la plus petite racine de cette espece, et en 
fourniront des valeurs de plus en plus approchees. 

I hEorSme III. Supposorts, comme dans le theoreme I, que la fonction f(x) 
demeure continue depuis x — x 0 jusqu'd x = ~X. (X etant superieur a x 0 ), et 
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designons par <?(x), x(x) deux fonctions auxiliaires egalement continues 
dans I’intervalle dont ils’agit, mats de plus assujetties : i° a croitre constam- 
ment avec x dans cet inlervalle; 1° a fournir pour la difference 

9(x)~ X(«) 

une expression variable qm devienne positive lorsqu’on attribue a x la valeur 
parliculiere X, et demeure toujours egale, au signe pres, a f{x). Si I’equa- 
tion 

(i) f(x)=o 

a une on plusieurs racines reelles comprises entre x 0 el X, les valeurs de x 
representees par 

(i 5 ) X, X', X", X'", ... 

et deduites les unes des autres par le moyen des formules 

(.6) <p(X')= X (X), o(X") = X (X'), ? (X')= Z (X'), ... 

composeront une serie de quantiles decroissantes dont le terrne general con- 
vergera vers la plus grande de ces racines. Si au contraire I’ecjuation (i) n’a 
pas de racines reelles comprises entre x 0 et X, le terme general de la serie (j 5 ) 
Jinira par s’abaisser au-dessous de x 0 . 

La demonstration de ce troisieme theoreme est tellement semblable a 
celle du second que, pour abreger, nous nous dispenserons de la rapporter 
ici. 

Corollaire /. — Parmi le nombre infini de valeurs qu’on peut attribuer a 
la fonction <o.(x) de maniere a remplir les conditions exigees, il importe d’en 
choisir une qui permette de resoudre facilement les equations (i6), c’est- 
ik-dire, en general, toute equation de la forme 

w(x ) = const. 

La valeur de <p(a?) elant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans 
peine les differents termes de la serie (i 5 ), et il suftira de chercber la limite 
vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de liqua¬ 
tion (i) comprises entre x 0 et X. Si ces meraes termes finissent par s’abaisser 
au-dessous de x 0 , liquation (i) n’aura pas de racine reelle dans l’intervalle 
de x 0 a X. 

OEuvres de C, — S. II, t, III. 
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Corollaire II. — Si, l’equation (i) ayant des racines positives, X surpass^ 
la plus grande racine de cette espece, les quanlites X', X", ... resteront 
touLes superieures a ceLte -mfiine racine et en fourniront des valeurs de plus 
en plus approcbees, 

Scolie L — Si 1 ’equalion (i) n’a qu’une seule racine reelle a comprise 
enlre x 0 et X, les lermes generaux des sdries (6) et (i 5 ), dont la premiere 
esl croissante et la seconde decroissante, convergeront vers line limite com¬ 
mune egale a cette racine. Alors, si 1 ’on prolonge ces series jusqu’aux termes 

x n et X<»>, 

puis que l’on prenne la demi-somme de ces deux termes pouf valeur appro- 
chee de la racine a, 1’efreur commise sera plus petite que 

3 

Scolie II. — Pour montrer une application des principes que nous venons 
cl’elablir, considerons en particulier l’equation 

(17) x" 1 — A, x" l ~' — A.,x'"-° —... — A,„-iX — A,„ = 0, 

m designant un nombre enlier quelconque, et 

Ai, A s , ..., A,„_|, A- m 

des quantiles positives ou nulles. Comme le premier membre de cette equa¬ 
tion est negatif pour et posilif pour de tres grandes valeurs de x, il en 

resulte qu elle a au inoins une racine positive et finie. De plus, cette m6me 
equation, ne diflerant pas de la suivanle 

Ai A, A,„_ t A in 

- —r - H— . , . —P- - —I— t 

x x 1 a ;"' -1 x " 1 ’ 

dont le second membre reste invariable, tandis que le premier decroit con- 
siamment pour des valeurs positives et croissantes de x, n’admettra evidem- 
ment qu une seule racine reelle et positive. Soient a cette racine et A le plus 
grand des nombres 

Ai, As, - - A/11 —!, A,„; 

enfin, designons a l’ordinaire une moyenne entre ces nombres par la nota¬ 
tion 


M(Ai, A 2 , ..., A,„—1, A,„). 
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On tirera de l’equalion (>7), en y faisant x — a, puis ayanl egard a la for- 
mule (11) des Preliminaives, 

a m =A i a"‘- l + A 2 a m ~ 2 -h. .. + A,„_ 1 « + A,„ 

= ( a m ~‘ 4- a m ~ 2 + ...+ a + i)M (A^ A,, .. ., A,„_,, A,„) 

(X m — i n m __ 1 

= ——-M(A„A a , . ..,A,„_„A,„)<A- 

a — 1 a — 1 


et, par suite, 

.a" 1 — 1 

a — 1 < A-< A, 

a " 1 

(18) a<A+i. 


Par consequent la racine positive dc l’equalion (17) sera comprise entre les 
limites o et A 4- 1. D’un autre cote, comme, en designant par 

k,.a m - r et A s a m ~ s 

le plus petit et le plus grand des termes renfermes dans le polyndme 
Ai CL m * 4 - A2 CL m 2 4 ■ • • . 4 ~ k,n~ 1 o, 4- A,„, 
et par n~m le nombre de ceux qui different de zero, on aura dvidemment 


el, par suite, 


a' n > nk r a m ~ r , 
a m < nk s a m ~ s 
1 

a > (nk r ) r , 

1 

a < {nk s ) s , 


il est clair que la racine a sera comprise entre le plus petit et le plus grand 
des noinbrcs 

I 1 i. 

(19) nk u (nk. 2 )\ ( nk 3 ) 3 , .... ( nk m )' n . 

Enfin, puisque, en vertu du theordme I (corollaire I), le premier membre de 
l’equalion (17) restera negalif depuis x~o jusqu’a x — a, et positif depuis 
x — a jusqu’a x = 00, il en resulle qu’on pourra choisir encore pour limile 
inferieure de la racine a le plus grand des nombres entiers qui rendent nega¬ 
tive l’expression 


(20) 


x m — Aj x m ~' 1 — k 2 x m ~- 


A// 7 "- J X k/fiy 
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at pour limite superieure le plus petit de ceux qui la rendent positive. Soient 
maintenaut 

x 0 , X 

les deux limites inferieure et superieure calculees d’apres l’une des regies 
que nous venons d’indiquer. Si l’on fait, en outre, 

( 2 1) <!>(x) — X" t , X( X ) ~~ Ai^C'" -1 + A,a;" I-2 + . . . H- A-„ l - 1 X 4 - A„„ 

les theoremes II et III seront applicables a l’equation (17); et comme, dans 
celte hypothese, chacune des equations (7) on (16) se trouvera reduite a la 
forme 

x m — const., 

il deviendra facile de calculer les quantiles comprises dans les deux series 

X, X', X", X", 

^19 *^' 2 > • • •> 

dont les termes generaux seront les valeurs approchees en plus et en moins 
de la racine a. 

Scolie III. — Consid6rons encore 1 ’equation 

(22) x m 4- A^r" 1-1 -4- A 2 a; m_ 2 4 -... 4 - A m _,ar — A nl — o, 
m designanl toujours un nombre entier, et 

Ai, A^, - • • > A,;i—1, A , n 

des quantites positives ou nulles, dont la plus grande soit egale a A. En pre- 
nant pour inconnue, on pourra presenter cette equation sous la forme sui- 
vanle 



qui est pareille a celle de l’equation (17). On en conclura que l’equation (22) 
admet une seule racine positive inferieure au quotient 


(24) 
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et que cette racine est comprise, non seulement enlre la plus petite et la plus 
grande des quantites 



n<m representant le nombre des termes variables renfermes dans le pre¬ 
mier membre de l’equation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 
entiers qui rendent negative l’expression 

(26) a:"* 4 - A, a:"*- 1 4- + ... + A m _,cr — K m , 

et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apres avoir fixe, d’apres ces 
remarques, deux limites eti plus et en moins de la racine en question, il 
suffira, pour en approcher davantage, d’appliquer les theoremes II et III a 

1’equation ( 23 ), en y regardant comme 1 ’inconnue qu’il s’agit de deter-- 
miner. 

Scolie IV. — Si 1 ’equation (1) avait deux racines reelles comprises entre -r 0 
et X, mais extremement rapprochees l’une de l’autre, les termes generaux 
des series (6) et (i 5 ) paraitraient au premier abord converger vers la m6me 
limite, et l’on pourrait prolonger longtemps les deux series avant de s’aperce- 
voir de la difference entre les limites vers lesquelles ils convergent effective- 
ment.. La m^me remarque est applicable aux series (2) et ( 3 ). Par conse¬ 
quent les methodes de resolution fondees uniquemenl sur le tlieoreme I ou 
bien sur les theoremes II et III ne sont pas propres a faire connaltre, dans 
tous les cas, le nombre des racines reelles d’une equation numdrique: mais 
elles fourniront toujours des valeurs aussi approchees que Ton voudra de 
toute racine reelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don- 
ndes. 

Dans le cas particulier ou l’equation numerique que 1 ’on considere a pour 
premier membre une fonction reelle et entiere de la variable oc, on peul 
tout a la fois, ainsi que M. Lagrange 1 ’a fait voir, determiner le nombre des 
racines reelles et calculer leurs valeurs approchees. Pour alteindre facile- 
ment ce but, il convient de reduire d’abord l’equation proposee a n’avoir que 
des racines inegales, en operant comme il suit. 

Soit 

(27) F(a-)==o 

1 ’equat.ion donnee. Designons par a, b, c, ... ses diverses racines reelles on 
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imaginaires, et par m le degre de son premier membre, dans lequel nous 
supposerons le coefficient de la plus haute puissance de x reduit a l’unit6, 
Enfin, soient m' le nombre des racines 6gales a a, m" le nombre des racines 
6gales a b, m"' le nombre des racines egales a c, .... On aura 

(28) m' -t- m " -+• m B + . . . ~ m 


et 

(29) ¥{x)—{x — a )"*' (x — b )" 1 ‘ (x — c) m ”. . . . 

On en conclura, en d§signant par z une nouvelle variable, 


, a F(a? 4- s)_ 

(3o) tv; —;— — I 1 -+- 


1 4- 


I 4- 


X — c 


F{x) 

Si maintenant on fait 

(3 1 ) F(^ + s)r=F(a?)4- = F 1 (a;) + s 2 F 2 (^)-t-..., 

et que Ton developpe les expressions 


1 4- 


x — b 


x — 0 


suivant les puissances ascendantes de z, liquation ( 3 o) deviendra 

Fi(--r) ^ F 2 {x) 

^ “ ¥(x) 1 “ F(,r) ’ ’ 


m 


: I 


x — a 
m' 


m 

1 - 4 - - ? s 

x -- b 

m"' 


1 4 - 


: -K • 


x — a x — b 


x — c 


puis, en egalant de part et d’autre les coefficients de la premiere puissance 
de z, on trouvera 


( 32 ) 


m 


I F,(.r) ^_^_^ 

F ( x) x — a x — b x — c 

_ m\x — b) (x — c). . . -+- m"( x - 


■a) (x — c ).. . -+- m’\x — a) (x — b). .. 


(x — a) (x — b){x — c). 


Comme la formule precedente a pour dernier membre une fraction alge- 
brique evidemment irreductible, il en resulte qu’il suffit de diviser le pre- 


-F- •, 
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tiller membre F(a?) de l’equalion (27) par le plus grand commun diviseur 
des deux polynbmes F(a:), F^a?) pour ramener cetle equation a la suivante 

( 33 ) (x — a)(x — b) (x — c)... — o, 

qui n’a plus que des racines inegales. 

Nous ne nous arrfilerons pas a faire voir comment on pourrait deduire des 
mfimes principes diverses equations dont les racines, toules inegales entre 
elles, seraienl equivalentes, tantot aux racines simples, tant6l aux racines 
doubles, tantbL aux racines triples, etc. de la proposee. Nous ajouterons seu- 
lernent ici quelques remarques relatives au cas oil Ton suppose immediate- 
ment'toutes les racines de l’6quation (27) inegales entre elles. Chacun des 
nombres m 1 , m", m'", . .. se reduisant alors a l’unite, on tire la formule ( 32 ) 

( 34 ) Fj (a;) — (x — b) (x — c )... - 4 - (x — a) (x — c)... + (x — a) (x — /;)... + .. , 
et, par suite, 

/ F l (a) = (a — b)(a —c). . 

(35) I F,(6) ~{b— a) (b — c )..., 
j Fi(c) =(c — a) (c — b) . .., 


( 36 ) F t (a) F 1 (b) F, (c).. . = (— 1) 2 (a — by (a — c) 2 ... ( b — c) 2 - 

Ainsi, dans l’hypothese admise, le produit des carres des differences entre 
les racines de l’equation (27) sera equivalent, abstraction faite du signe, au 
produit 

F](«) F,(ft) F t (c)..., 

et par consequent au dernier terme de liquation en .s que fournit l’elimina- 
tion de x entre les deux suivantes 

(37) F(a;) = o, a —F,(cc) = o; 

de sorte que, en appelant H la valeur numerique de ce dernier terme, on 
aura 

( 38 ) {a — by {a - c) 1 ... {b - c)’-. . . — ± H. 

Dans la meme hypothese, les valeurs de F,(a), F,(6), ... donnees par les 
formules (35) n’etant jamais nullcs, si l’on ddsigne par a une racineredle de 
1’equation (27), il suffira d’attribuer au nombre a des valeurs tres peliles pour 
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que les deux quantites 

F(a4-a) = aF 1 (fl) + a'F 2 (fl) + ..., 

F(rt — a)=:—aF,(a) + a s F 2 (fl) —... 

soienl de signes contraires. De plus, si l’on represente par x 0 , X deux limites 
inferieure et superieure entre lesquelles la seule racine reelle a se trouve 
comprise, en vertu du theoreme I (corollaire I), F(X) sera de raeme signe 
que F(a + a), F(a; 0 ) de rneme signe que F (a — a), et par suite les deux 
quantites 

F(*.), F(X) 

seront de signes contraires. 

Lorsque I’equation (27) n’a pas de racines egales, ou qu elle a ete debar- 
rassee de cedes qu’elle pouvait avoir, il devient facile de determiner pour 
cette equation, non settlement deux limites entre lesquelles toutes les racines 
reelles se trouvent renfermees, mais encore une suite de quantites qui, prises 
deux a deux, servent de limites respeclives aux differentes racines de cette 
espece, et enfin les valeurs aussi approchees que l’on voudra de ces memes 
racines. C’est ce que nous allons btablir, en resolvanl l’un apres l’autre les 
trois problbmes suivants. 

PitOBLfiME I. — Determiner deux Limites entre lesquelles toutes les racines 
reelles de Vequation 

(27) F(a;)=o 

se trouvent renfermees. 

Solution. F(;r) etant par hypothese un polynome reel, du degre m par 
rapport a x, et dans lequel la plus haute puissance de x a pour coefficient 
1’unite, si l’on designe les coefficients successifs des puissances inferieures 
par 

• • • > a nn 

el les valeurs numeriques de ces memes coefficients par 

Ai, A.,, . .., A /fi—if A fn , 

on aura idenliquement 

( F ( x) — x" 1 -1- a l x" l ~ l -+- a 2 x m ~ 2 + a m _! x + a m 

| - x m ± A 1 x m ~ i ± A,x m - i ±.. .± A m - l x± A,„. 


( 3 9 ) 
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Soit maintenant k un nombre supdrieur & la racine positive unique de l’equa- 
tion (17) (theoreme III, scolie II). Le polynbme (20) sera positif toutes les 
fois qu’on supposera xlk. Par suite, il suffira d’attribuer a x une valeur nu- 
merique plus grande que le nombre k, pour que la somme des valeurs nume- 
riques des termes 

A] x' n ~ l , A m - t x, A m 

devienne infdrieure a la valeur numerique de x m , II en resulte que le premier 
membre de l’equation (27) ne pourra jamais s’evanouir, tant que la valeur de 
x sera situee hors des limites 

—~k t -+- k. 

Done toutes les racines positives ou negatives de l'equation (27) seront com¬ 
prises entre ces memes limites. 

Scolie /. — Le nombre k etant assujetti a la seule condition de surpasser 
la racine positive de liquation (17), on peut le supposer dgal soit a la plus 
grande des expressions (19), soit au plus petit des nombres entiers qui, sub- 
stitues a la place de x dans le polyndme (20), donnent un resullat positif. 

Scolie II. — On peut aisdment s’assurer que le nombre k, ddtermind 
coinme on vient de le dire, est supdrieur, non seulement aux valeurs numd- 
riques des racines rdelles de l’equation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soit 

x — /'(cost -t- \/— t sint) 

une semblable racine. On aura en meme temps les deux dquations rdelles 

r m cos mt ± A t r m ~ 1 cos (m — i)f 

± A,cos {m — 2 )t±.. .=b A m _,r cost ±: A,„ = o, 

r m sin mt it Ai r m ~ l sin (m — 1 )t 

± A?/'" 1-2 sin(m — 2)t it.. .± A,„_ir sint =0; 

et, en ajoutant la premiere equation mullipliee par c.osmt a la seconde mul- 
tipliee par sinmt, on en conclura 

r m ± A] 7*' 1 - 1 cos t 

± A cos 2 tit.. .± A„,_, r cos(m — i)t ± A,„ cos mt = o. 

Or il est clair qu’on ne saurait satisfaire a cette derniere equation en suppo^ 

5 o 
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sant r > k, puisque dans cette hypothese la valeur numerique de r m surpasse 
la somme des valeurs numeriques des tenues 


k x r m ~ x , A 2 r m ~ 2 , ..., A A„„ 

el. a plus forte raison la somme des valeurs numeriques que ces m ernes termes 
acquidrent lorsqu’on les multiplie par des cosinus. 

Scolie III. — En comparant avec le polyndme (26) les premiers membres 
des equations (27) et (4°)> on prouverait facilement que, si l’on designe par 
g un nombre inferieur a la racine positive unique de I’equation (22), g sera 
une limite inferieure, non seulement aux valeurs numeriques de loutes les 
racines reelles de l’equation (27), mais encore abx modules de toutes les 
racines imaginaires. C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on prend pour g 
la plus petite des expressions (20), ou le plus grand des nombres entiersqui, 
substitues It la place de x dans le polynome (26), donnentun resultat n£gatif. 
Le nombre g dtant determine comrne on vient de le dire, toutes les racines 
positives de l’equation (27) se trouveront comprises entre les limites 

-hg, + k, 

et les racines negatives de la meme equation entre les limites 

~g- 

Scolie IV. — Lorsqu’on se propose seulement d’obtenir une limite infd- 
rieure & la plus petite des racines positives ou superieure a la plus grande, on 
peut quelquefois y parvenir en s’appuyant sur le corollaire du theoreme XY. 1 I 
(Note precddente). Supposons, en elfet, que tous les termes du polyndme 
F(^), a l’exception d’un seul, soient de meme signe. L’equation (27) prendra 
la forme suivante: 


( 43 ) 


( x"'-h Aj x m 1 -1-... + A s _, x m ~ s+l 
I -+■ A J+1 x" L — & 1 +... -+- A m _ t x + k m — k s x m ~ s . 


Soit maintenant n le nombre des termes qui dans le premier membre de 
l’equation ( 43 ) ne se reduisent pas a zero, et 

Barf- 


la moyenne geometrique entre ces termes, B designant la moyenne geome- 
trique entre leurs coefficients. En vertu du corollaire du theoreme XVII 
(Note II), loute valeur reelle et positive de x propre a verifier l’equation pro- 
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posee, ou, ce qui revient au meme, h lui servir de racine, satisfera n^cessai- 
cement a la condition 

A s :c m-S > n'BxV-, 
et, par consequent, a l’une des deux suivantes 


( 44 ) 

£> ( 

/ /iB 

V A s 

( 45 ) 

x< | 

(V 

n B 


B\ 


1 


— tn-hs 


savoir, & la premiere, si m — s surpasse p, et a la seconde, dans le cas con- 
traire. II est bon d’observer que, si le nombre s s’6vanouit, A*- se reduira au 
coefficient de x m , c’est-a-dire a l’unite. 

Scolie V. — II est encore facile d’obtenir deux limites, l’une inferieure, 
1’autre superieure aux racines positives de l’equation (27), par la m6thode 
que je vais indiquer. On observera d’abord que toute equation dont le pre¬ 
mier membre n’offre qu’une variation de signe, c’est-a-dire toute equation 
qui se presente sous la forme 

A a x m -\- Apr" 1-1 -)-... — A n x m - n — A„+, x " 1 —' 1 - 1 — .. .= 0 
ou sous la suivante 

— A a x m — A^" 1 - 1 —... + kn-x " 1 -' 1 + k n + y x m - n - 1 + . . .= 0, 


A 0 , A„ ..., A„, A, J+U ... designant des nombres quelconques, n’admet 
qu’une racine positive, evidemment egale a la seule valeur positive de x 
pour laquelle la fraction 

A 0 x n ^- A r x"-' + k 2 x n ~’ i -\-... 

A- + A "+> (^) + A “ +2 (*) + ‘ • • 


qui croit sans cesse depuis x=o jusqu’a x = x, puisse se reduire a l’unite. 
Par consequent le premier membre d’une semblable equation aura le meme 
signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de x 
sera superieure a la racine dont il s’agit, ou comprise entre zero et cette 
meme*racine. Cela pose, concevons que, dans le polynome (39), —A s x s soit 
le premier terme negatif apres x m , -4- A^x^ le premier terme positif apres 
— k s x s , — A„x v le premier terme negatif apres A„a 5 “, +A w x w le premier 



396 


COURS D’ANALYSE. 


terme positif apres — k v x v , ..en sorte que l’equation (27) devienne 
x m _j_ ^ x m ~ l -+- . . . 

— A s x m ~ s — A J+1 a:” i_s_1 — A„ x m ~ u + A„ +1 x m +. . . 

— k v x<«- v — k v+l x m - v ~ l — ... + k w x m ~ w -+- k w+l x‘ +... ± A,„= o. 

On conclura des remarques precedentes, queto.ute valeur positive de x propre 
a verifier l’equation (27) doit etre : i° inferieure a la plus grande des racines 
positives des equations 

x " 1 + kiX m ~ l + ...— k s x" l ~ s —As + , x m ~ s ~ l —. ..= 0, 

A»+ A , t+1 a ?'«—“- 1 — k v x ,n ~ v — k v ^x m - v ~ 1 — .. .= 0, 


2 0 superieure it la plus petite de ces memes racines, lorsque k m est precede 
du signe —, et, dans le cas contraire, a la plus petite des racines positives 
des equations de la forme 

— k s x m ~ s — As+i x" l - s ~' — ..A„ x m -« + A„+, x ' n - u ~ 1 +. . .= o, 

— k v x" l - v — k v+l x m - v - 1 — . .. +- k w x m ~ w + A w+l x'"- w ~ l -+-.. .= 0, 


Quelquefois les deux conditions qu’on vient d’enoncer s’excluent mutuelle- 
ment, et alors on peut affirmer que l’equation (27) n’a pas de racines posi¬ 
tives. 

ProblSme II. — Trouver le nombre des racines reelles de VEquation (27), 
avec une suite de quantiles qui, prises deux a. deux, servent de limites a 
ces mimes racines. 

Solution. — Nous supposerons l’equation (27) reduite it n’avoir que des 
racines inegales. Alors, si l’on designe par k (voir le probleme precedent) une 
lirnite superieure aux valeurs numeriques de toutes les racines rdelles, par h 
un nombre moindre que la plus petite difference entre ces racines, enfin par 
ki, k s , .. ., k a d’autres nombres tellement choisis que, dans la suite 

( 46 ) k , k 1 , A?2, • • *, k , L , o, k n} ^"2? k \, k } 

la difference entre un terme et celui qui le precede soit toujoursune quantite 
positive egale ou inferieure a h, il est clair que deux termes cons4cutifs de la 
suite ( 46 ) ne comprendront jamais entre eux plus d’une racine reelle. D’ail- 
leurs, lorsqu’on substitue a la place de x dans le polyn&me F(a?) deux quan- 
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tites entre lesquelles une seule racine reelle au plus se trouve renfermee, les 
resultats obtenus sont de mtme signe ou de signer contraires; pour parler 
autrement, la comparaison de ces deux resultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu’il n’existc pas de racine reelle, 
ou qu’il en existe une entre les deux quantiles dont il s’agit. Par consequent, 
si Ton prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 
variable x, et que l’on forme la suite des valeurs correspondanles du poly- 
nome F(;r), cette nouvelle suite offrira precisement autant de variations de 
signe que liquation (27) a de racines reelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs consecutives de x qui, substitutes dans F(^?), 
donnent des resultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulty consiste a 
trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
niere suivanle. 

Designons par H la valeur numtrique du dernier terme de liquation en z 
que fournit l’elimination de x entre les formules (37). Le nombre H, ainsi 
qu’on l’a deja remarqut, sera equivalent (abstraction faite du signe) au pro- 
duit des carres des differences entre les racines reelles ou imaginaires de 

i 

1’equation (27). Par suite IP sera Equivalent au produit des modules de ces 
differences (le module de chaque difference reelle n’etant autre chose que sa 
valeur numtrique). Cela pose, soient a, b deux racines distinctes de liqua¬ 
tion (27). Si ces deux racines sont reelles, chacune d’elles ayant alors une va¬ 
leur numErique inftrieure a k, la valeur numtrique de leur difference, c’est- 
Si-dire la difference ou la somme de leurs valeurs numtriques, ne surpassera 
jamais 2 k. Si, au contraire, chacune de ces racines ou l’une d’elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en designant par r u r 2 leurs modules, et par 
t u deux arcs reels, supposer 

a — /^(cos^-)- \J— x sinij), 
b— r 2 (cos< 2 -t- sj— i sini 2 ), 

et 1’on en deduira 

a — b — /-, cos<1 — cos7 2 -+- (r t sin£,— r s siiU 2 ) \J— 1, 


1 

mod. (a — b) = [(r 4 cos<,— r\ cos< 2 ) 2 + (''1 sin^ — r 2 sinf s )*] ! 

1_ ± 
= [/’ 2 — 2T[ r 2 COS ( — t 2 ) —b /’ 2 ] ~ ^ 1 2 r ■> -f- /* 2 ) “. 


On aura done 


mod. (a — b) < rq-t- r 2 , 


et, par suite, 

( 47 ) 


mod. (a — b) < 2k, 
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pourvu que le nombre k ait ele choisi, comme dans le premier probleme, 
de inaniere a surpasser, non settlement les valeurs numeriques de toutes les 
racines reelles, mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. 
On prouvera de meme que chacune des differences 

a — c, ..b — c, ... 

a pour module un nombre inferieur a 2 k, et Ton en conclura que, si, apres 

■ i- , , , , , ., , m(m — 1) 

avoir forme tous les modules de celte espece en nombre egal a --- > 

on met de cote l’un d’entre eux, par exemple le module de la difference 
a — b, le produit de tous les autres sera un nombre inferieur a I’expression 

(2/f) 2 

Done, si Ton multiplie cette expression par le module de la difference a — b, 

on trouvera un resultat plus grand que le produit des modules de toutes les 

1 

differences, e’est-a-dire un resultat plus grand que IP. En d’autres termes, 
on aura 

m (m —1) _ i 1 

(2 k) 2 x mod .(a — b) > II 2 
ou, ce qui revient au meme, 

i 

(48) mod. (a — b)> - 

(2A-) 2 


Lorsque les racines a et b sont reelles, le module de la difference a — b se 
reduit ii sa valeur numerique. Par consequent on obtiendra un nombre h in¬ 
ferieur a la plus petite difference entre les racines reelles de l’equation (27), 
si l’on pose 


( 49 ) 


1 



ni(m— 1 ) 


(2 k ) 2 


Scolie I. — II serait facile de prouver que, si cbacun des nombres A,, 
A„ A m (probleme I) est enlier, le nombre H le sera 6galement. Par 
suite, dans cette hypoth^se, le nombre II, qui ne peut s’evanouir tant que les 
racines de Fequation (27) restent inegales entre elles, aura une valeur egale 
ou superieure a l’unile. Cela pose, la formule ( 48 ) donnera 


1 

m{m — 1 ] ^ 

(2 k) - 


(00) 


mod. {a — b) > 
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et l’on en conclura que, pour obtenir un nombre h inferieur a la plus petite 
difference entre les racines, il suffit de prendre 


(2 k) ' l 

Scolie II. — S.oit 

( 52 ) Z = o 

l’equalion en 5 que fournit ^elimination de x entre les formules ("37). Si, 
par la methode ci-dessus indiquce (probleme I, scolie III), on determine 
une limite G inferieure aux modules de toutes les racines rdelles ou imagi- 
naires de l’equation ( 5 a), on aura, en ddsignant toujours par a, b, c, ... les 
racines de 1’equation (27), 

mod. Fj (a) > G, 


ou, ce qui revient au m^rae [voir les equations ( 35 )], 

mod. (a — b)(a — c)...>G. 

On en conclura 


et, par suite, 

mod. (a — b) > 

' mod. (a 

( 53 ) 

Gr 

mod. (a — b)> ~ 

(2 k)' 

puisque les .differences 

a — b, a — c. 


qui renferment la raeine a combinee successivement avec toutes les autres, 
sont au nombre de m — 1, ou, si 1 ’on met de cotd la difference a — b, au 
nombre de 771 — 2. Cela pose, il est ciair que le nombre h satisfera encore 
aux conditions requises, si 1 ’on prend 


( 54 ) 


h = 


G 

( 2 k ) m ~ 2 


Scolie III. — Apres avoir determine h par l’une des mdtbodes prdcddentes, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 


/f], /c 2 , 


k 


11 


une progression arithmetique decroissante dont la difference soit dgale ou 
inferieure a h , en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui 
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restent compris entre les limites o, k. De plus, si Ton ddsigne par g (voir'le 
probldme I, scolie III) une limite inferieure aux valeurs numeriques de 
toutes les racines reelles de l’equation ( 27 ), on pourra evidemment dans la 
suite ( 46 ) supprimer tous les termes positifs ou negatifs dont les yaleurs 
numeriques sont plus petites que g, en ecrivant a la place les deux seuls 
termes 

— g, -^g- 

La suite ( 46 ) etant modiflee comme on vient de le dire, on substiluera sue- 
cessivement dans le polyndme F(ic) : i° les termes negatifs de eelte suite 
depuis —k jusqu’a — g‘, 2 0 les termes positifs depuis H-^jusqu’a -4 -k; el, 
toutes les fois que deux termes consecutifs de la premiere ou de la seconde 
espece fourniront des resultats de signes contraires, on sera certain qu’une 
racine reelle, negative dans le premier cas, positive dans le second, est ren- 
fermee entre ces deux termes. 

Scolie IV. — Ldrsque, par un moyen quelconque, on a determine, pour 
l’equation (27), une valeur approchee en plus ou en moins de la racine 
reelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la meme racine 
une valeur approchee en sens contraire, et fixer deux limites, l’une plus 
grande que les racines reelles inferieures a a, l’autre plus petite que les 
racines reelles superieures, en s’appuyant sur la proposition que je vais 
enoncer. 

Representons a Vordinaire par 

Fi(a?), F 2 (a?), F 3 (^), ... 


les coefficients des premiere, deuxieme, troisieme, .. . puissances de z dans te 
diveloppement de F(^-t-s); par a, b, c, ... les diverses racines de l’equa¬ 
tion (27), et par k un nombre superieur a leurs modules. Supposons en outre 
que, la quantile £ etant une valeur approchee de la racine reelle a, la diffe¬ 
rence a — \et la qaantite a. determinee par Vequation 


( 55 ) 


a — — 


F(E) 

FiU) 


soient assez petites, abstraction faite des signes, pour que, dans le polyndme 

(56) F t (£) 2 (a«) F 2 (£) - 1 - 3(2a) 2 F 8 (£) 4 - 4( 2 a) 3 F 4 (£) + ..., 


la valeur numemque du premier terme surpasse la somme des valeurs nume¬ 
riques de tous les autres. Enfin designons par G un nombre inferieur a 
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I’exces de la premiere valeur numerique sur la somme dont il s’agit. On sera 
certain : r° que la racine reelle a se trouve seule comprise entre les limites 

l, £ + 2oc; 

a° que la difference a — b oil b — a entre la racine a et line nouvelle racine 
■reelle b ne peut surpasser 

, - . G 

( 2k )' n - i ' 

Pour demontrer la proposition precedente, nous observerons d’abord que 
dans l’hypothese admise le polyndme ( 56 ) etant de meme signe que son pre¬ 
mier terme, on pourra en dire autanl a fortiori des deux polynomes 

/EO , ( ~ 3 Fj(^) -+- (j«) F 2 (|) — (2«) s F 3 (|) 4- (2a) 3 F 4 (£) —.. 

( F l a)+(2oc)F i a) + (2«y-F 3 a) + (2«yi\(o+---> 

qu’on obtient en developpant les fractions 

F($-a«) F(^ 4 - 2 a) 

-, - 

a a 


suivant les puissances ascendantes de <x, et ayant egard a l’equalion ( 55 ). Par 
suite, les premiers termes des deux polynomes etant de signes contraires, il 
en sera de meme des deux fractions et de leurs numerateurs 


F(£—a«), F(|-t- 2a).' 

Il y aura done au moins une racine reelle de l’equation (27) entre les limites 

X — 25c, ^ + a«. 

J’ajoute qu’il n’y en aura qu’une; et, en effet, il est facile de voir que, si plu- 
sieurs racines reelles etaient renfermees entre ces limites, en designant par 
a et b deux semblables racines prises a la suite l'une de l’autre, on trouverait 
pour les valeurs des expressions 


F,(a) = (a — b) (a — c). . ., 

F fb) — (b — c){b — a)... 

deux quantites de signes contraires. Par consequent 1 ’equation 


( 59 ) 


OEuvres de C . — S. Il, t. III. 


F t {x) = o 


5 
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aurait une racine reelle comprise entre a et b, laquelle serait de la forme 

la quantite z etant renfermee entre les limites —2 a, +2 a. Or c’est ce qu’on 
ne peut admettre; car, si I’on remplace dans la formule ( 3 i) z par y -+- z, et 
que l’on developpe le premier membre de cette formule ainsi modifiee sui- 
vant les puissances ascendantes de y, on en tirera 

F(j: + 3 ) +j'F,(a; + j) + ,.. 

— F(x)-i-(7 + -)F 1 (^) + (7 + ^) 2 F 2 (a;)+.. 

puis, en egalant de part et d’autre les coefficients de la premiere puissance 
de y, 

(60) Fi (x -+• z) — F](.k) -+- 2 z F,(#) - 4 - 3 ; 2 F,(;r) -t- F t (a?) -+-.. . . 

Par suite, le developpement de 

(61) F1 (X + z ) 
deviendra 

(62) F,(0 + 2-F s (£) + 3 s 2 F 3 (|) + 4 * 3 F t (£) + .. 

et, comme dans le polynome ( 56 ) la valeur numerique du premier terme sur- 
passe la somme des valeurs numeriques de tous les autres, il en sera de meme 
a fortiori du polynome (62), tant que la valeur numerique de; sera supposee 
inferieure 5 celle de 2 a. II en resulte que, dans cette hypothese, l’expres- 
sion (61) ne saurait s’evanouir. Done 1 ’equation (59) n’a pas de racines reelles 
comprises entre les limites £ — ia, £ + 2a; et l’equation (27)n’en a qu’une 
entre ces limites. La racine dont il s’agit.est necessairement celle qui s’ap- 
proche le plus de la quantite £, et que nous avons designee par a. D'aulre 
part, comme la fraction 

F (\ + 2 a) 

- ? 

a 

equivalente au second des deux polynomes ( 58 ), est de meme signe que le 
premier terme de ce polynome, savoir 



on doit en conclure que 

F(£) et F(£h- 2a) 
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sont deux quantiles de signes contraires, el que la racine a se trouve res- 
serree enlre les deux limites 

l , £+2 a. 

Quant k la seeonde partie de la proposition ci-dessus enoncee, elle est une 
consequence immediate du scolie IS, puisque la quantity G restera evidem- 
ment inferieure, abstraction faite du signe, au polynftme (62), c’est-a-dire 
an developpement de F,(| + 5), tant que la valeur numerique de z ne sur¬ 
passes pas celle de 2a, et par consequent inferieure a la quantite Fj(a) 
qu’on deduit de F 4 (^ + s), en posant 


II suit d’ailleurs de cette seeonde partie que les racines reelles plus grandes 
que a sont toutes superieures a la limite 


( 63 ) 


Cl —{— 


G 

(2 A-)'" -2 ’ 


el les racines reelles plus petites que a inferieures a la limite 


( 64 ) 


G 


{2k)'" - 2 ' 


Pit011 Li !vie III. — Trouver les valeurs aussi approchees que Von voudra des 
racines reelles de Vequation (27). 

Solution. — On commencera par determiner, k l’aide du probl&me prece¬ 
dent, deux limites, l’une en plus et l’autre en moins, de chaque racine reelle 
et positive. Supposons en particular que la racine a soit de cette esptbee, et 
designons par x 0 , X les deux limites inferieure et superieure a cette racine. 
Si l’on forme deux sommes diffdvrentes, la premiere avec les terrnes positifs 
du polyndme F(.a?), la seeonde avec les terrnes negatifs pris en signe con- 
traire, celle qui sera la plus petite p.our x—x 0 deviendra la plus grande pour 
Representez cette somme par y(x) et l’autre par x{x). Les deux 
fonctions entieres y(x), i{x) jouiront des proprietes enoncees dans les tbeo- 
remes II et III; et, par suite, si la function <p{x) est telle qu’on puisse facile- 
ment resoudre les equations de la forme 

— const., 

les formules (7) et (16) fourniront immediatement des valeurs de plus en 
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plus approchees de la racine a. C’est ce qui arrivera, par exemple, toutes les 
fois que la fonction o(x) se prdsentera sous la forme 

B(> + C) re +D, 

B, C, D etant trois nombres entiers quelconques, et n uu nombre entier egal 
ou inferieur a m ; puisqu’alors on obtiendra les termes successifs des se¬ 
ries (6) et (i 5 ) par des extractions de racines du degre n. Si la fonction v(x) 
n’est pas de la forme que nous venons d’indiquer, on pourra facilement l’y 
ramener, en ajoutant aux deux membres de l’equation 

®(*0 = l ( x ) 

un polyndme entier dont tous les termes soient positifs. En effet, il est 
clair que les valeurs de f(x) et de x(x), modifiees par l’addition d’un sem- 
blable polyndme, conserveront toujours les mdmes proprietes. On peut, au 
reste, attribuer au polynome <\>(x) une infinite de valeurs differentes. Suppo- 
sons, par exemple, 

w(x) ~ x 2 -+- 3 a; 2 -1-8. 

La valeur de <f(x), modifiee par l’addition du polyndme <\i{x), deviendra 

-l- i) s -t- 7, 

si l’on suppose 

<\i{x) — Zx, 

ou bien 

(X -+- 2 ) 3 , 

si Ton suppose 

<\i(x) = 3 x 2 + 12 x) 

etc. II est bon de remarquer ace sujet : i u qu’on peut toujours choisir la 
fonction entiere de maniere a obtenir l’unite pour le nombre B; 2° que, 
dans beaucoup de cas, l’un des nombres C, D se trouvera reduit a zero. 

Aprds avoir determine par la melhode precedente les racines reelles et 
positives de l’equation (27), il suffira evidemment pour obtenir ses racines 
negatives de chercher par la meme methode les racines positives de l’equa- 
tion 

( 65 ) F(— x) = o. 

Scolie. — Outre la methode d’approximation que nous venons d’indiquer, 
il en existe plusieurs autres, parmi lesquelles on doit remarquer cede de 
Newton. Elle suppose que l’on connait deja une valeur approchee l de la 
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racine que l’on cherche, et consiste a prendre pour correction decette valeur 
la quantite oc d6termin6e par l’equation 


( 55 ) 


a = — 


F(|). 

F,(?) 


Toutefois, cette derniere methode n’etant pas toujours applicable, il importe 
d’examiner dans quels cas on peuf (’employer. Nous allons etablir a ce sujet 
les propositions suivantes : 

ThSor6me IV. — Supposons que, a designant Vune quelconque des racines 
reelles positives ou negatives de Vequation (27), et £ une valeur approchee de 
cette racine, on determine a. par le moyen de Vequation ( 55 ). Si a est assez 
petit, abstraction faite da signe, pour que dans le polyndme ( 56 ) la valeur 
numerique du premier terme surpasse la somme des valeurs numeriques de 
tous les autres, alors, des deux quantites 

X> X ■+■ a > 

la seconde sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration. — Nous avons deja vu (probleme II, scolie IV) que, dans 
l’hypothese admise, la racine a se trouve seule renfermee enlre les limiles 

X, £ + 2Ct. 

Cela posS, si Ton prend 

(66) « = |+s, 

5 sera une quantite comprise entre les limiles o, 2 a, et propre Si verifier 
l’equation 

F(^ + z) = o 


ou, ce qui revient au inline, la suivante : 

(67) F(|)-i-*F 1 ( 0 +**F 1 (|)-t-...= O . 

Si maintenant on fait, pour plus de commodite, 


( 68 ) 


F,«)+*F I (S)+ ■- 

VAX) 


et que l’on ait egard a la formule ( 55 ), liquation (67) deviendra 
(69) s ac qz 2 . 
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On aura, par suite, 

(70) a — \ -h z - 4 - a. -+■ qz 2 ; 

d’ou il resulte que, en prenant £ + ot an lieu de \ pour valeur approchee de a, 
on commettra. une erreur egale, non plus a ia valeur numerique de s, mais a 
celle de qz 2 . D’ailleurs, le potynome ( 56 ) etant de meme signe que son pre¬ 
mier terme F,(£), les deux polynomes 

( F 1 ( 5 ) + a(2a)F s (5) + 2(2«)*F 1 (0+... = (f-W)F 1 (|), 

71 ) F t (g) — 2(2«)F 2 (0 —2(2a)sF 3 (^) ——(i + 4«9 , )Fi(0 

jouiront evidemment de la meme propriety; ce qui exige que la valeur nume¬ 
rique de 2 aq, et a fortiori celle de qz, restent inferieures & On en con- 
clura immediatement que la valeur numerique de qz 1 est inferieure a celle 
de Ainsi des deux erreurs que Ton commet en prenant 

1 et P + a 

pour valeurs approchees de a, la seconde est plus petite que la moilie de la 
premiere. 

Scolie I. — Comme on tire de l’equaiion (69) 

a 

-S-- ■) 

l — qz 

et que la valeur numerique de qz est inferieure a i, on est assure que la 
valeur de s restera toujours comprise entre les limites 

2 

20c. 

Scolie II. — En resolvant l’equation (69) comme si la valeur de <7 etait 
connue, on trouve 

_1 ± v/i — i\aq __ 2 a 

2C 1 i — \Ji—^<xq 

Ee radical \J 1— L\-ocq est ici affecle d’un double signe. Mais, puisque la valeur 
de s doit rester plus petite que celle de ia., il est clair qu’on devra preferer 
le signe inferieur. On aura done 

2 a 

• 1 + \j 1 — 4 aq 


( 7 2 ) 
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Cela pose, si I’on nomme ^ 0 , Q> deux limiles donl Tune soil inferieure et 
1’autre superieure a la quantite q delermjnee par la formule (68), on con- 
clura de I’equation (72) que la valeur exacte de s est comprise entre les 
deux expressions 

(^ 31 2<X 2tx 

i -t- y/1 — i + \/1 — 4«Q 

Par consequent celle valeur- renfermera tous les chiffres decimaux communs 
aux deux expressions reduites en nombres. 

Scolie III. — Supposons que des deux quantites q a , Q la seconde ait la 
plus grande valeur numerique, et que celte valeur numerique soit inferieure 
a l’unite. Alors, si la difference a — ^ — z est, abstraction faite du signe, plus 
petite qu’une unite decimale de l’ordre n, c’esl-ii-dire si 1’on a- 


( 74 ) 


val. num. 3 < 



la difference 

a — {£ > + a)=q;‘ t 


sera plus petite, abstraction faite du signe, qu’uue unite decimale de 
l’ordre in\ en sorte qu’on trouvera 

(75) val. num. 



Ainsi, en prenant ( + « au lieu de £ pour valeur approchde de la racine a, 
on doublera le nornbre des decimales exactes. 

Si Ton supposail la valeur numerique de Q inferieure, non settlement a 
l’unite, mais encore a 0,1, on conclurait de la formule (74) 


val. num. qz*-<_ 


j \ 2/l-Hi 

10/ 


Plus generalement, si i’on suppose celte valeur numerique inferieure a 

r 

, r designant un nombre entier quelconque, la formule (74) entrai- 
nera la suivante 



(76) 


val. num. qz*<. 



2«-W’ 


Enfin, si la valeur de Q est superieure & l’unite, mais inferieure a (10)'', on 
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val. num. qz*<. ( — 


trouvera 

(77) 


Scolie IV. — L’erreur que l’on commet en prenant £-t-a pour valeur 
approchee de a, ou la valeur numerique du produit qz 2 , peut elle-m6me se 
calculer par approximation. En effet, si Ton a egard a I’equatiori (69), on 
trouvera 

qz 1 q(a -t- q z 2 ) 2 = q a 2 -+■ (2 a)q*z- -+- q s z *. 

Or, supposons la valeur numerique de 2a, par consequent celle de z, infe- 


rieure ii 


10 


) et la valeur numerique de Q, par consequent celle de q, 


inferieure a (iop‘, n et r designant deux nombres entiers. On aura evidem- 
ment 

/ j \ 

val. num. (2a)q i z i c 1 — j 


et 


val. num. 


hi±3 r 


l)e plus, si la valeur numerique de la fraclion 

F,(g)+sF t ($)+... 


(7 8 ) 


F,(£) 


est reconnue inferieure a (io)+ s , s designant encore un nombre entier, on 
pourra prendre 

_ a .M> 

F,($) 

pour valeur approchee du terme qa 1 , sans craindre une erreur plus consi¬ 
derable que 

/ j \ 3 n±:s 

\io) 

Par suite, si l’on choisit \ + a —- a 2 =A-r|- j au lieu de £-ha, pour valeur 
approchee de la racine a, e’est-a-dire si l’on pose 

(79) a = 5 + «- a *?*j|), 


l’erreur commise sur la racine n’affeclera plus que les unites d^cimales de 
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l’ordre marqu6 par le plus grand des trois nombres 

3 n ± s, 3 n ± i r, l\n±Sr. 

Dans le cas particular ou la valeur numerique de Q est inferieure a ’ 

et celle de la fraction (78) a (— \ > la nouvelle erreur devient plus petite que 



II suffit done alors de substituer le second membre de l’equation (79) a 
la quantite £ pour tripler le nombre des chiffres decimaux exacts dans la 
valeur approchee de a. C’est ce qui arrive encore, a tres peu pres, quand 
le nombre n devient tres considerable. Ces r6sultats sont conformes a ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage recemment publie a Londres, 
et qui a pour titre : Essay on involution and evolution, etc. 

THfiORfeME V. — Les mdmes choses etant posees que dans le theoreme prece- 
' dent, concevons cjue le premier terme du polynome ( 56 ), c’est-a-dire du poly- 
ndme qui represente le developpement de F](^-t-2a), ait une valeur nume¬ 
rique superieure, non seulement a la somme des valeurs numeriques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si Von designe 
par,'^ une quantity comprise entre les limites 


l , $-+-2 a, 


la seconde des deux quantiles 




r F(|i) 
F,(&) 


sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration. — Pour etablir la proposition qu’on vient d’enoncer, il 
suffit de faire voir que la valeur num6rique de la difference 


est superieure a celle de 


a —l ! 


a — 


I: 



!.)- 


F(a)-F(g t ) 

F.tfi) ’ 


ou, ce qui revient au merae, que la fraction 


F(g)-F(&) 
a — lx 

F,(|,) 
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a une valeur numerique inferieure a l’unite. Representons par ~ celte meme 
fraction. II suffira de prouver que 

v — u et v + u. 


c’est-a-dire, en d’autres termes, 


(80) 


F(a) — F(£,) 
a — \ i 


et aF.d,) — 


F(a)-F(S,) 

a-X . 


sont deux expressions de meme signe. Or, si l’on fait 
(8i) a = l~hs et £, = £-t-§, 

s et 6 seront deux quantites de meme signe comprises entre les limites o, 
2%; et les expressions (8o), apres le developpement des fonctions 

F($,-+--s), F($,+ 6), F.U + S), 

deviendront respectivement 

F,(?) (6 + s) F,( 5 ) + (S 2 + S* H- ^-) F,($) +..., 

F i a)-(§ + ^'-4S)F 2 (0-(S 2 -i-^ + ^-6§ 2 )F 5 (0-..-- 

Comme, dans chacun de ces derniers polyn6mes, le coefficient de F„(£) a 
une valeur numerique evidemment inferieure a celle de l’une des quantites 

ns”- 1 , 2 ft6" —1 , 

et par consequent au double de la valeur numerique du produit 


ft (2 a)" -1 , 

il est clair qu’ils seront 1’un et l’autre de meme signe que F^), si la condi¬ 
tion enoncee dans le theoreme V se trouve remplie. Rone, etc. 

Scolie I. — Les erreurs commises, lorsqu'on prend successivement 


Xi et 


F(Xi) 

F,(?,) 


pour valeurs approchees de la racine a, sont respectivement egales aux 
valeurs numeriques des deux quantites 


a Xi 


et 


ft — Xi -t- 


m x± 
F,(?,)' 
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On trouvera d’ailleurs, en ayant egard aux formules ( 81 ), 


( 82 ) a -^=z~e 

et 


a — ?t + 


F(gi) 

Fi($i) 


= a 


t A - 


F(a) — F(g,) 

FiUi) 


— z.. — 6 ■ 


F(g + g)—F(g + 6 ) . 

F,(£+S) 


puis, en developpant les fonctions F(£ + z), F(£ + §), Fj(£ + §), 


(83) 


a — + 


F(gi) 

F,Ut) 


,, g r F,,(g) + ( S + 2 g)F 3 (g) + (^+ 2 g a -i-36 2 )F t (0 + ... 

J Fi(^) ■+• 26 Fo(^) H- 36 s F s (0 + ■ • • 


Cela pose, concevons que, pour toutes les valeurs de 6 et de s comprises 
entre o et 2 a, la valeur numerique du polynome 


(84) F 2 (!)4-(- s ~+-26). F3(£)-i-(.3 2 -i- 265 -+- 36 2 )F 4 ((;) 

reste inferieure 4 la limite M, et celle du polyndme 

(85) F 1 (5)+.26F,a)4-36*F 1 (5)+... 


superieure a la limite N. Si Ton a 


( 86 ) 


val. nuin. (z — S) < 



n 


et 

(87) 


n et r designant deux nombres entiers quelconques, on conclura de l’equa- 
tion (83) 


( 88 ) 


val. num. 



F(g,n (_'Y^ r 

F,(€i)J o) 


II est essentiel de remarquer que, pour obtenir des valeurs convenables de 
M et de N, il suffit : i° de remplacer dans le polynome ( 84 ) z et 6 par 2 a, 
puis de calculer la somme des valeurs numdriques de tous les termes; 2 ° de 
remplacer dans le polyndme (85) 6 par 2 a, et de chercher ensuite la diffe¬ 
rence entre la valeur numerique du premier terme et la somme des valeurs 
numeriques de tous les autres. 
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Scolie 11 . — Les memes choses etant posees que dans le theoreme V, si 
l’on fait successivement 


(89) 




F(£) 

F ,(?>’ 


$. = $.- 


F,(?,)’ 


5 , = &- 


F(£.) 

F,(S,)’ 


les quantites £ t , £ 2 , ... seront des valeurs de plus en plus approchees de 

la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux no mb res M et N les memes valeurs 
que dans le scolie I, alors, en supposant 


val. num. (a 


0 < 



n 

7 


on en conclura 


val. num. (a — £,) < 
val. num. (a — £,) < 
val. num. {a — £ s ) < 



2 B±f 



4«±3r 


' j \ 8»±7/‘ 

, 10 / 


Ces dernieres formules renferment la proposition enoncee par M. Fourier 
dans le Bulletin de la Sociite philomathique (livraison de mai 1818), relative- 
ment au nombre de decimates exactes que fournit a chaque operation nou- 
velle la m6thode de Newton. 

M 

Toutes les fois que la fraction ^ est inferieure a l’unit6, on peut prendre 

r = o, et par suite les differences successives entre la racine a et ses valeurs 
approchees 

|lJ ?2> \ 3 , 

sont respectivement plus petites que les nombres 



Done alors le nombre des decimales exactes se trouve double pour le moins 
a chaque operation nouvelle. 

Les recherches precedentes fournissent plusieurs raethodes de resolution 
pour les equations numeriques. Afin de faire mieux sentir les avantages que 
presentent ces methodes, je vais les appliquer aux deux equations 

(90) x 3 — ix — 5 = o 

et 


(9 1 ) 


x 3 — qx + 7 = o 
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cjue Lagrange a choisies pour exemples (Resolution des equations nume- 
riques, Chap. IV), et dont la premiere a ete plus anciennement traitee par 
Newton. 

Si nous considerons d’abord 1 ’equalion (90), nous trouverons (theoreme III, 
scolie II) qu'elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites 

. 2 = 2 et y/2.5 — 2 ,i 5 .... 

De plus, la valeur positive de x propre a verifier 1 ’equation 

2 x -h 5 — x 3 

satisfera (probleme I, scolie IV) a la condition 

2 \jz.2x < x 3 , 

ou, ce qui revient au meme, a la suivante 

i 

^>(4o) 5 =2,09.... 

La racine dont il s’agit sera done renfermee entre les nombres 2,09 et 
2,1 5 , ...; en sorle que sa valeur, approch6e a moins d’un dixieme pres, 
sera 2,1. Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu’on a 
dans le cas present 

F(;r) = a; 3 — 2x — 5 , F 4 (.r) = 3 a; 2 — 2, F 2 (x) = 3 x, F 3 (x)=i, 

et que, si l’on prend 

S=2,I, 

la condition enoncee dans le theoreme IV sera remplie. Cela pos6, comme 
on tirera de 1’equation ( 55 ) 

a — — | —— 0,005431878.. 

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchees de l’inconnue x 

5+*=: 2,094568 X 2 I . . . 
et 

£ + a — a 2 = £+« — « 2 3 ^ - ~ =2 ,o 9 455i5. 

Enfin, comme, la valeur exacte de a? etant presentee sous la forme x = £-hs, 
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- sera une quanlite comprise entre les limites o, 2 a, et que par suite on aura 
Avidemment 


_ F s (^) +-zF 3 (g) 
q ~ FiU) 


6,3 -t- z 
I I, 23 


< 0,6 < I, 


F.(0_ I 

Fi (^; ii,a3 


< 0 , 1 , 


val. num. s — val. num. (a -+- qz"-) < val. num. a + (2a) 2 val. num. q < 0,01, 


on en conclura (theoreme IV, scolies III et IV) que, en prenant 

x — 2,0945681, 

on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

x — 2,094551 5 

une erreur plus petite que 0,000001. 

Au lieu d’einployer les formuleis g6n6rales, on pourrait. effectuer le calcul 
de la manure suivante. Apr6s avoir trouve 2,1 pour la valeur approchee 
de x, on fera dans liquation (90) 

X = 2,1 4 - z, 

et Ton en tirera, en divisanl tous les termes par le coefficient de z, 

(92) 0 , 00543 l 878 . .. + 2 + 0 , 5609973 ?, 8 . . . S 2 + 0 , 089047 £ 95 . . . Z 3 = 0 

ou, ce qui revient au meme, 

(g 3 ) z = — 0,005431878. ..+ qs 2 , 

la valeur de q etant determinee par la formule 

(94) 9 —— 0,560997328.. . — 0,089047195... 5. 

Le double du premier terme de l’equation (92) est, a tres peu pres, o,oi; et, 
comme le premier membre de cette equation fournit deux resultats de signes 
contraires lorsqu’on y fait successivement 

Z - O ? Z - - 0,01, 

on peut affirmer qu’elle a une racine reelle comprise entre les limites o et 
— o,of. Pour demontrer que cette racine est unique, il suffit d’observer que, 
en vertu de la formule (60), l’equalion 


F 1 (2,H-s) = O 
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se reduit a 

i + 2 x 0,560997328,.. 3 + 3 x 0,089047195... 3 S = o, 

et que cette derniere ne saurait 6 tre verifiee par aucune valeur de 3 ren- 
fermee entre les limites dont il s’agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblable valeur de 3, la quantite q determinee par la formule (94) reste 
comprise entre — o, 56 o et — o, 56 i; et, comme on tire de l’equation (g 3 ) 

z =— 0,005431878... — o,000029505...(— q) 

— o,oooooo 32 o ... (— q ) 2 —.. ., 

on en conclura : i° en supposant — q = o, 56 o, 

z = — o,oo 54485 o..., 

2 0 en supposant — q = o, 56 i, 

z — — o,oo 544853 .... 

Par suite, la valeur reelle et positive de x propre a verifier 1’equation (90) 
sera comprise entre les limites 



et 


2,1 — o,oo 54485 o = 2,09455 i 5 o 
2,1 — o,oo 544854 = 2,09455146. 


Cette equation a done une racine positive unique a tres peu pres 4 gale a 

2,094551 5 . 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle n'a point de racines negatives. Car, 
si elle en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de x 
a la formule 


(96) x* - 227 + 5 = 0; 

et cette valeur de x (voir le scolie V du probleme I) serait en meme temps 
inferieure a la racine positive de 1 ’equation 


e’est-a-dire a 


X 5 - IX —O, 

\fi=- 1,4*4- • • ? 


et superieure a la racine de l'equation 


5 — ix — o, 
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c’est-a-dire a 


5 

2 


— 2 , 5 ; 


ce qui est absurde. 

Passons maintenant a l’equation (91), et cherchons en premier lieu ses. 
racines positives. Pour avoir une limite superieure aux racines de cette 
espece, il suffira d’observer que, l’equation dont il s’agit pouvant se mettre 
sous la forme 

x 3 4- 7 — 7 x, 


on en tire (probleme I, scolie IV), en supposant x positif, 

2 \jq x 3 < 7 x 


et, par suite, 


x < 


7 

4 * 


On peut done prendre | pour une valeur approchee de la plus grande racine 
positive. Cela posd, si Ton fait dans l’equation (91) 


on trouvera 
( 97 ) 



-t- z, 


o,o 5 -f - Z' —h 2, 5“ —(— 


32 

70 


- O 


ou, ce qui revient au mSme, 


(98) 


z — — o,o 5 -+- qz % , 


la valeur de q etant determinee par la formule 

32 

(99) 9 — — 2,40— — 


Le double du premier terme de l’equation (97) est o,f; et, comme le pre¬ 
mier membre de cette equation change de signe lorsqu'on passe de z = o ii 
■s= — 0,1, tandis que le polyndme 

32 

I -I- 2 X 2,4o S -I- 3 x — S 2 
70 

reste constamment positif dans cet intervalle, il en resulte qu’elle a une 
racine reelle, mais une seule, comprise entre les limites o et —0,1. La 
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valeur correspondante de q est evidemment renfermee entre les deux quan¬ 
tities 

— 2 , 354 ..., — a, 4 o; 
et l’on tire d’ailleurs de l’equation (98) 

( „ _ 0,1 

(100) , l + o,2q 

( = — o,o 5 — o,oo25(— q) — o,ooo 25 (— qY — o,oooo 3 i 25 (— qY — . ... 

Si dans cette derniere equation on fait successivement 

q —— 2,354, q — — 2,4o, 

on trouvera pour les valeurs eorrespondantes de s 

3— —0,05788..., z— —o,o 58 io...; 

et 1’on en conclura que la plus grande racine positive de l’equation proposee 
est renfermee entre les limites 


et 


y — 0,05788. 
4 


1,69211. .. 



o,o 58 io. .. — 1,69189.... 


Done, si Ton appelle a cette plus grande racine, sa valeur' approchee a 
onze cent-milliemes pres sera donnee par la formule 


(roi) <7 = 1,6920. 

En partant de cette premiere valeur approchee, on pourra par line seule 
operation en obtenir une seconde dans laquelle l’erreur ne portera plus que 
sur les decimales du douzieme ordre. 

Outre la racine a que nous venons de considerer, l’equation (91) admet 
evidemment une racine negative egale, au signe pres, a la racine positive 
unique de l’equation 

(102) — q x — 7 = 0, 

et par consequent renfermee (theoreme III, scolie II) entre les limites 
— ^ 14 =— 3,74i 6. .. et —v / i 4 = -2,4 i- 
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Nommons c la racine negative dont il s’agit. La troisieme racine b de liqua¬ 
tion (91) sera evidemment lielle et positive, puisque le produit abc des trois 
racines doit etre equivalent au dernier terme pris en signe contraire, c’est- 
a-dire a —7. Determinons a present cette troisieme racine. Pour y parvenir, 
on cherchera d’abord un nombre G egal ou infdrieur a la valeur numerique 
de Fj(a). Or, puisqu’on a dans le cas present 

F(«) = x t — 7^ + 7, 

F l (x) — ix' 1 7, 

on en conclura 

Fi («) — 3« 2 — 7 . 

On pourra done prendre 

G = 3 (i,69189)®— 7 = 1,5874- 


D’ailleurs, en vertu de ce qui precede, on a encore 

a <1,6922, — c < 3,7417 

et, par suite, 

a — c < 5 , 4339 . 

Cela pos6, on trouvera (probleme II, scolie II) 

, G !,58 7 4 

a — b> -> — 0,29212. , 

a — c 0,4339 v 

et l’on aura en consequence 

b < 1,69211... — 0,29214. •. < i,4o- 

Apres avoir reconnu, comme on vient de le faire, que la racine b est infe- 
rieure a la limite i,4o, on supposera 

x — 1 ,4o H- s. 

Liquation (91) donnera dans cette hypothese 

(io 3 ) o,o 5 -i-5 — 3 , 7 5 s 9 — s 3 — o 

20 

ou, ce qui revient au meme, 

(98) = = — o,o 5 -+- qs 2 , 

la valeur de q etant determinee par la formule 


(*o 4 ) 


3,75 


2D 
28 : 
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Le double du premier terme de 1 ’equation (io 3 ) est 0,1; et, comme le pre¬ 
mier membre de cette equation change de signe lorsqu’on passe de z — o a 
z = — 0,1, tandis que le polynome 

i — 2 x; 3 ,j 5 z — 3 x 


reste constamment positif dans l’intervalle, il en resulte qu’elle a une seule 
racine reelle comprise entre les limites o, —o,i. La valeur correspondante 
de q est evidemment renfermee entre les deux quantiles 


3,66 et 3,75. 


En substituant successivement ces deux quantites a la place de la lettre q 
dans liquation (100), on obtiendra deux nouvelles limites de l’inconnue z, 
savoir 


et 


0,1 

1 h- \/1,7 3 2 


— o,04317... 


0,1 


= — o,o 43 o 5 ...; 


puis Ton en conclura que la racine positive b est comprise entre 


et 


1. 4 0 — 0,04317.. . — 1,35682... 

1. 4 0 — o,o 43 o 5 ... = 1,35694 


On obtiendra done la valeur approchee de cette racine a un dix-millieme 
pres, si l’on prend 

(io 5 ) 6=1,3569. 

Quant a la racine negative c de I’equalion (91), nous savons deja qu’elle 
est comprise entre les limites 

— 3,7416... et —2, 4 1 ■ 

On aura done sa valeur approchee a une unite pres, si on la suppose egale a 
— 3 . Cela pose, faisons dans l’equation (91) 

cc — 3 -f~ z. 

On trouvera 


0,o5 + Z — 0,45 S 2 -f- 0,o5.S 8 =r O 


(106) 
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ou, ce qui revient au mSrae, 

(98) z = — o,o 5 

la valeur de q etant determinee par la formule 

(107) <7 = 0,45-— o,o 5 z. 

De plus, on reconnaitra facilement : i° que l’equation (106) a une racine 
reelle, mais une seule, comprise enl.re les limites o, —0,1; 2 0 que la valeur 
correspondante de q est renfermee entre les deux nombres 

o, 45 , o, 455 ; 

3 ° que ces deux nombres substitutes a la place de la letlre q dans l’equa- 
tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchees de z, savoir 

-— , T =—0,048922... 

n- V 1 > °9 
et 

- ,’J- = — 0,048911.... 

t+ ^1,091 

Par suite, la valeur approchee de c a un cent-millieme pres sera 

(108) c=—3,04892. 

Au resle, on aurait pu deduire immediatement la valeur approchee de c des 
formules (101) et(io 5 ). E11 effet, puisque dans 1 ’bquation (91) le coefficient 
de x 5 se reduit k z6ro, on en conclut 

a -h b -T- c =z o, 
c = — a — b, 

et, par consequent, a tres peu pres, 

c — — (1,6920 -i- 1, 356 g) = — 3 ,0489. 

Pour terminer cette Note, nous presenterons ici deux theoremes donl le 
second comprend la regie enoncee par Descartes relativement k la determi¬ 
nation du nombre des racines positives ou negatives qui appartiennent a une 
equation de degre quelconque. Dans ce dessein, nous allons d’abord exa¬ 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que peut olfrir 
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une suite de quantites, lorsqu’on suppose les differents termes de cette suite 
compares l’un & l’autre, dans l’ordre oil ils se succedenl. 

Soit 

( 109 ) Ctff 9 Clif * *•> 0 in— 1 ? ® m 

la suite que l’on considere, composee de m -4 -1 termes. Si aucun de ces 
termes ne se reduit a zero, le nombre des variations de signe qu’on obtiendra 
en les comparant deux a deux, dans 1’ordre ou ils se succedent, sera comple- 
tement determine. Mais, si quelques termes se reduisent a zero, comme on 
pourra, dans cette hypothese, fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre 
eux, le nombre des variations de signe dependra de cette fixation meme, de 
maniere cependant it ne pouvoir s’abaisser au-dessous d’un certain minimum, 
ni s’elever au-dessus d’un certain maximum. Une semblable remarque peut 
etre faite sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
obtenir le nombre' maximum des variations de signe, il suffit de considerer 
chaque terme qui s’evanouit comme affecte d’un signe contraire h celui du 
terme precedent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 
quatre termes 

i ? 0, O, — I * 

Le premier de ces termes etant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en considerant le second terme comme negatif, et le 
troisieme comme positif, ou, ce qui revient au meme, en 6crivant 

-t-i, — o, +0, —1. 

Par suite, dans ce cas particular, le nombre maximum dont il s’agit sera 
egal a 3 . On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, egal It l’unite, en affectant chaque terme nul d’un signe semblable 
a celui du terme precedent, c’est-a-dire en ecrivant, 

—1— 1 9 o, 0, 1 ■ 

Ces principes etant admis, on etablira sans difficult^ les propositions sui- 
vantes : 

Th£or£me VI. — Supposons que, la constante h etant reelle et positive , on 
multiplie le polyndme 

(110) a^x m ^ a i x n, -'+ a i x m ~ 2 + ...+ a m _, x + a m 

par le facteur lineaire x + h. Cette multiplication n’augmentera pas le 
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no/nbre maximum des variations de signe entre les coefficients successifs des 
puissances descendantes de la variable z. 

Demonstration. — En multipliant le polynome (no) par x- h, on obtient 
un nouveau polynome dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respeetifs les quanlites 

(111) iZg, a^ + ha^, a> —1- ha ,, . . a /n -I— ha m —,, ha m . 

II sufiira done de prouver que le nombre des variations de signe ne croit pas 
dans le passage de la suite (109) a la suite (111), lorsqu’on a porte ce nombre 
au maximum dans l’une et 1’autre suite, en affectant chaque terme qui s’eva- 
nouit d’un signe contraire a celui du terme precedent. Or, je dis en pre¬ 
mier lieu que, les signes etant fixes d’apres cette rdgle, chaque terme de la 
suite (iii), represente par un bin&me de la forme 

, a n + ha,,-!, 

prendra le medne signe que l’un des termes a n , a„_, de la suite (109). Cette 
assertion est egalement evidente dans les deux cas qui peuvent se presenter, 
savoir : i° lorsque les deux termes a n _ u a n sont originairement, ou en vertu 
de la regie adoptee, affects de signes contraires, par exemple lorsque a n 
s’evanouit; 2 0 lorsque, a a ayant une valeur differente de zero, , est affecte 
du meme signe que a„. En consequence, si Ton attribue aux quantitds 

(112) ha 0 , ha ,, ha 2 , ..., ha m - t , ha m 

les raemes signes qu'aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans alterer en aucune maniere la succession des signes dans la suite (in), 
y remplacer chaque binome de la forme 

a n -(— ha n _ 1 

par I’un des deux mondmes a n , /ia rl _ u En operant ainsi, on obtiendra une 
nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme a tl se trouvera suivi 
d’un autre terme dgal, soil au monome a, (+1 , soit au monome ha n , qui est 
la seconde partie du binome a nJr] ~i- ha n , tandis que chaque terme de la 
forme ha rl se trouvera suivi du monome ha, l+ ,, ou du monome a„ +2 , qni est 
la premiere partie du binome a, i+2 -1- ha, l+i . Cela pose, concevons que dans 
la nouvelle suite on distingue : i° chaque terme de la forme a„ auquel sue- 
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cede un autre terme de la forme ha „; 2 0 chaque terme de la forme ha n 
auquel suceede un autre terme de la forme et soient respectivement 

^(jj hct W ) . . . 

les differents termes de l’une et l’autre espece ranges d’apres 1’ordre de 
grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, composee 
des monomes 


( «o, ^11 • • •> a s , hct s +. 1, *.., ha a, 

| ha Vi ha v+l , ..., ha w , . • •, ha /11 y 


ne presentera evidemment que des variations de signe propres a la suite (109) 
avec celles qui peuvent naitre dans le passage de ha a a a u+2 , de ha w a a w+2 , 
D’ailleurs il est ais6 de voir que, si les deux quantites 

iiciu et a 

ou, ce qui revient au mSme, 

a a e t ciu+z 


sont affect^s de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 
fera que remplacer une autre variation de signe propre k la suite (109), 
savoir celle qui avait lieu entre le terme a, l+l et l’un des deux termes a u , 
a u+i . Une remarque toute semblable s’applique au cas ou les monomes ha w , 
a WJr2 sont affects de signes contraires, etc. On peut done conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n’augmente pas lorsqu’on passe 
de la suite (109) a la suite (u 3 ), et par consequent & la suite (111); ce qu’il 
fallait demontrer. 

Corollaire. — Si l’on multiplie le polynome (no) par plusieurs facteurs 
lineaires de la forme 

x + h, x + /*', x-'rh", ..., 


h, h', h", ... d§signant des quantites positives, on n’augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendantes de la variable x. 

THfiORtME VII. — Soient, pour le polynome 
(no) F (x) = a 0 x m + a i x m ~ i x -t- a m , 
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m! le nombre minimum des permanences de signes, et m" le nombre minimum 
des variations de signe entre les coefficients successifs des puissances descen- 
dantes de x. Alors, dans Vequation 

(114) F(x)-=o, 

le nombre des racines negatives sera egal ou inferieur a m', le nombre des 
racines positives egal ou inferieur a, m", et le nombre des racines imagi- 
naires egal ou superieur a la difference 

m — {in '-+- m"). 

Demonstration. — Pour etablir la premiere partie flu theoreme, j’observe 
que, si Ton appelle h, h', h", ... les racines negatives de l’equation (nfj), le 
polynhme F(a;) sera divisible par le produit 

{x + h) {x + h‘) {x -+- /i").... 

Nommons Q le quotient. D’apres le corollaire du theoreme pr6c6dent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polynome F(®) sera 6gal 
ou inferieur au nombre maximum de ces variations dans le polynbme Q, 
et par consequent au degre de ce dernier polynome. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polynome F(jr) sera egal ou 
superieur a la difference entre le nombre m et le degre du polynome Q, 
c’est-a-dire au nombre des racines reelles et negatives de liquation 

(n4) ¥{x) = o. 

Pour demontrer la seconde partie du theoreme VII, il suffira de remarquer 
que, en ecrivanl — x au lieu de x dans l’equation (ji4), on change a la fois 
les racines positives en negatives, les variations de signe en permanences, 
et reciproquement. 

Enfin, comme cette equation, etant du degre m, doit avoir m racines reelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisieme partie du theoreme est une con¬ 
sequence immediate des deux autres. 

Corollaire. — Pour montrer une application du theoreme precedent, con- 
siderons en particulier l’equatiort 

(' 15 ) 


x'“ -i-i—o. 
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On trouvera : i° en supposant m pair, 

m' — o, m"— o; 

2 0 en supposant m impair, 

m'=r i, m" — o. 

Par suite, l’equation (11 5 ) n’a point de racines reelles dans la premiere hypo- 
th^se, et ne peut en avoir qu’une dans la seconde, savoir, une racine r6elle 
negative. 
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NOTE IY. 


SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNEE 
(/ — X) (z — j) {z — x) ... (v — X ) (v — j) (v — z) ..(? — «)• 


Designons par <p la fonction dont il s’agil. Ainsi qu’on l’a deja remarque 
(Chap. Ill, § II), chaque terme de son developpement sera equivalent, abs¬ 
traction faite du signe, au produit des diverses variables rangees dans un 
certain ordre et respectivement elevees aux puissances marquees par les 
nombres 

o, i, 2, 3 , ..., n — i. 

De plus, il est aise de voir que lous les produits de celte espece peuvent se 
deduire les uns des autres a l’aide d’un ou de plusieurs echanges opdrds 
entre les variables prises deux a deux. Ainsi, par exemple, on deduira le 
produit 

x q y l . . . u' l ~- p n ~' 

d’un quelconque des produits de meme forme, en faisant passer successive- 
merit par de semblables echanges la leltre x a la premiere place, puis la 
lettre y a la seconde, puis la lettre j ^ la troisieme, etc. Comme d’ailleurs 
la fonction <p change de signe, en conservanl au signe pres la meme valeur, 
toutes les fois qu’on echange deux variables entre elles, on devra conclure : 
i° que le developpement de cette fonction renferme tous les produits ci- 
dessus men-tionnes, pris les uns avec le signe -t-, les autres avec le signe —; 
2° que, dans le meme developpement, deux produits, choisis au hasard, 
sont affectes du mdme signe, ou de signes contraires, suivant qu’on peut les 
ddduire l’un de l’autre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d’echanges. En partant de ces remarques, on etablira sans difficulte la propo¬ 
sition suivante : 

TirfiORfeME I. — Joignez au produit 

x^y 1 s 2 .. . ;<' t—2 o' 1 " 1 

tous ceux que I’on peut en diduire d Vaide. d’un ou de plusieurs echanges 
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successivemenl operes entre les variables 

x, y , z , . .., u, v 

prises deux a deux. Le nombre des produils que vous obtiendrez sera 

1 .2.3 . . .(n — i )n, 

et ils se partageronl en deux classes distinctes, de telle maniere qu’on lie 
pourra jamais deduire Vun de Vautre deux produits d'une meme classe que 
par un nombre pair d’echanges, ni deux produits de classe differente que 
par un nombre impair d'echanges. Cela pose, si Von ajoute tous les produils 
d'une classe pris avec le signe + aux produits de Vautre classe pris avec le 
signe —, on trouvera pour somme, suivant qu’on donnera le signe -+- dux 
produits d’ une classe ou a ceux de I’autre, soit le developpement de -+- 9, so it 
le developpement de — cp. 

II suffit evidemment d’avoir dgard a la proposition pr£cedente pour con- 
struire le developpement de la fonction alternee +9. Toutefois on doit 
remarquer eacore un autre thdoreme, k l’aide duquel on peut decider imme- 
diatement si deux produits, pris au hasard dans le developpement dont il 
s’agit, s’y trouvent affectes du meme signe ou de signes contraires. Nous 
nous contenterons d’enoncer ici ce second th6ordme, sans en donner la de¬ 
monstration qu’on deduira sans peine des principes que nous avons exposes. 

T fit: on Cm: II. — Pour decider si, dans le developpement de la fonction 
alternie ± 9, deux produits de la forme 

x° y' Z* - . . u n ~ 2 v n - 1 

sont affectes du me me signe, ou de signes contraires, on distribuera les va¬ 
riables 

x, y, z, . u, r 

en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer deux variables dans un 
meme groupe toutes les fois qu’elles porteront le meme exposant dans les deux 
produits que Von considere, et formant un groupe isole de cliaque variable 
qui 11’aura pas change d’exposant dans le passage du premier produit au 
second. Cela pose, les deux produils seront affectes du meme signe, si la dif¬ 
ference du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et ils seront affectes de signes contraires, si cette difference est un 
nombre impair. 
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On facilite l'usage da theoreme qui precede, en ecrivant les deux produits 
I’un sur l’autre, et rangeant dans chacun d’eux les variables d’apres l’ordre 
de grandeur des exposants qu’elles portent. 

Pour appliquer a un exemple les deux theoremes ci-dessus enonces, consi- 
derons en particular cinq variables 

X) y, Zy Uy C. 

Le procluit de leurs differences, ou, si Ton veut, la fonction alternee 

(y — x) (z — ac) (s —y) (« — x) (it — y) ( u — 3 ) (e — x) ((-—/) ( v — z) (v — u), 

fournira un developpement compose de cent vingt termes respectivement 
egaux a cent vingt produits dont soixante seront precedes du signe +, et 
soixante du signe —. L’un des produits affecles du signe h- sera celui qui a 
pour facteurs les premieres lettres des bindmes 


savoir 


y — x, z — x, z—y, v — u, 


x°y l 3 2 « 3 v'*. 


Pour juger si un autre produit tel que 

x 9 z 1 e 2 u z y u 

doit dtre pris avec le signe + ou avec le signe —, il suffira d’observer que, si 
l’on compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ont lieu entre les variables donndes lorsqu’on passe de l’un a 
l’autre, on sera conduit a partager ces memes variables en trois groupes, dont 
l’un renfermera la seule variable x, un second les trois variables y, s, iyet 
un troisieme la seule variable u. Si du nombre des variables egal a 5 on 
retranche le nombre des groupes egal a 3 , on aura pour reste 2, c’est-a-dire 
un nombre pair. Par consequent les deux produits devront dtre affectes du 
meme signe; et, puisque le premier est precede du signe -t-, le second devra 
l’etre egalement. 
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NOTE V. 


SUR LA FORMULE DE LAGRANGE RELATIVE A L’INTERPOLATION. 


Lorsqu’on veut determiner une fonction entiere de x, du degre n — i, 
d’apreS un certain nombre de valeurs particulieres supposees connues, il 
sufflt d’avoir egard a la formule (i) du Chapitre IV (§ I). Cette formule, 
donnee pour la premiere fois par Lagrange, pourrait facilement se deduire 
des principes exposes dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, desi- 
gnons par 

(i) u = a -f- bx -+- nx*-h . . . 4- hx' 1 -' 

la fonction cherchee, et par 

«0> M|, M^, • • •» i 

ses valeurs particulieres correspondantes aux valeurs 

Xq, a?,, a? 2 , . • • , X n —i, 

de la variable x. Les inconnues du probleme seront les coefficients a, b, 
c, .h des diverses puissances de a; dans le polynbme w; et Ton aura, pour 
determiner ces inconnues, les equations de condition 



«0 

— a-bx a 

-hcxl 

+ . 

.. hx’l ', 


I «1 

= a -+- bx , 

-b cx\ 

-4-.. 

. . -|- hx’l~ l , 

( 2 ) ' 

f 

| «2 

= a + bx 2 

-4- cx\ 

-4-.. 

.. + hx"~', 


1 Hjl - 1 

1 = a -+- bx n . 

-1 +cxl_, 

L+" 

..+ hx?~}. 


Cela pose, pour obtenir la valeur explicite de la fonction u, il s’agira unique- 
menl d’eliminer les coefficients a, b, c, . . ., h entre les formules (i) et (2). 
On y parviendra en ajoutant l’equation (1) aux equations (2), apres avoir 
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multiplie ces dernieres par des quantites choisies de maniere a faire dispa- 
rattre la somme des seconds nriembres. Soient 

-x„ -x„ -x„ -x„_, 

les quantites dont il s’agil. On trouvera 


■ ■ X ft __i) a 

• • ' " x n — l 

• • x n— l X,j— i ) C 


11 — Xg Uq — 

X.| Wj ■ X-2 

u 2 —.. . — 

■ X,— i tin— 

= (- 

- X 0 

- X, 

- X 2 

4- (X 

- Xq Xo 

-«,x, 

—• x% X 2 


— x\ X 0 

— ®*X, 

— x\ X 2 


4-(.z ,t-1 — x" 1 X 0 — — x\ l X 2 — ... — x n n _\ X„_,)/i 

et, par suite, 

(3 ) It — X 0 Uq —h Xj ll[ “i - X 2 u$ 4- • • • 4- X ;1 „i Un— 1, 

attendu que les quantites 

X 0 , X 1; X„ •.., X n _! 
devront etre assujetties aux Equations de condition 


x 0 + X, 

+ x 2 

4-. . 

. .4- 

x„- 

1 = r, 

Xq Xo “l - X i Xj 

-\- x% X 2 

+ . ■ 

■ • 4- x n _ 

-iX„_ 


arJX.+ ^X. 

+ x \ x 2 

4- . 

• - + x l- 

..x,- 

i — x \ 

■r'Xo+^r'x, 

4- x'l~ l X 2 

“f- • • 

■ + X T- 

1X„_ 

- sy\ TL 

j - xAj 


Si 1’on resout ces nouvelles equations par la methode exposee dans le Cha- 
pitre III (§ I), on obtiendra les formules 


X 

. ( x 

— .'^1 

) o — 

x $).. ■ 

{x - 

Xft—i ) 

^ v o 

( ^0 

— x t 

) («o- 

■Xl).. 

■(•*0 

'X'n—l ) 

X 

o 

— x c 

l) (« — 

X<2 ) • • • 

.(x - 

” & n— 1 ) 


(*1 

— x o 

) i x l - 

x i).■ 

■ i x 1 

— x n —1 ) 

X , 


{x- 

- ^o) i x 

■ ■ x \) 

>•••( 

X — x n ^ 

■ r *-n —i 

1 (a*. 

-1 — 

x o) { x n- 

-l~X 

.)••• 

{Xft—i 


en verlu desquelles Pequation ( 3 ) se reduit a la formule de Lagrange. 
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise clans une autre plus gene- 
rale a laquelle on se trouve conduit, lorsqu’on cherche a determiner, d’apres 
un certain nombre de valeurs particulieres supposdes connues, non plus une 
fonction entire, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, 
pour fixer les idees, que cette fonction rationnelle doive etre de la forme 

a -+- bx -+- cx^-h. . .-h fix' 1 - 1 

(6) u — -=---• 

a §x + y x s -h6x m 


Alors les inconnues du probl&me seront les coefficients 

ct) b , C) . . ., h) ci) @, y, • . ., 0 

ou, pour mieux dire, les rapports 


a b 


— > — > — > 
a. a ex. 


ex § y 9 

- > — ■> — > • ■ — > 
a a a a 


dont le nombre est n + m. II est aise d’en conclure que la fonction u sera 
completement ddterminde, si Ton en connait n + m valeurs particulieres 

( 7 ) « 0 > Cl\) U%) • . - , M/i+in— 1 ? 

correspondantes a n -+- m valeurs 

( 8 ) Xq, Xf, x%) . .., x il+m _^ 


de la variable x. On arrive encore aux memes conclusions, en faisant voir 
qu’une seconde fonction rationnelle de la forme 


( 9 ) 


a' + b' x -+- c'x s + ... -I- k' x"-- 1 
a'-t- & x + y'j? 5 -t-- ■ •-f- O' x'" 


ne peut satisfaire aux memes conditions que la premiere, sans lui 6tre iden- 
tiquement egale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 
egales entre elles pour les valeurs particulieres de x comprises dans la 
serie (8). L’equation 

(a + b x +...+ h x n ~ l ) ( a' 4- 6' a; -t -. . . + 9 1 x' n ) 

— (a' -\- b' x h' x n ~ l ) (a & x 6 x m ) — o, 
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subsistant alors pour n-\-m valeurs de la variable, tandis que son degre reste 
inferieur a n + m, sera necessairement une equation identique; d’ou il suit 
qu'on aura identiquement 


a-\-bx-hcx i -h...-+- hx n ~ l a!b'x -+- c' x i -+- . . . -+- h'x n ~ 1 

<x 6x -+- y -\- . . .+ 9x' n «'+ &'x -+- y'x--h . , . 9'x m 

On ne peut done resoudre que d’une seule nianiere la question proposee. On 
la resoudra effectivement en prenant pour valeur generale de u la fraction 


«o"i ■ ■ ■ 


(x — x m+i ) (x — x m + s )... {x — x m+n ^) 


{ X D x m-\~i ) • • ■ l x o x • • • { x m . . . {x m X 


(/q U i . . . ll m —\ 


(x 0 —x)(x l — x)... (x m ^, — x) 


(Xq X m ) . . . ( Xq i ) * * * ( X m —l x rn ) . . . ( x m —\ 1 ) 


dans laquelle le denominateur doit.6lre remplace par l’unite, lorsqu’on sup¬ 
pose m — o, et le numerateur par le produit u m , lorsqu’on suppose 

n=zi. Cela pose, on trouvera, pour m — o, 


( 12 ) 


(x — x t ) (x — x t ). . . (x — ) 

1 (x 0 — x,) (x 0 — x^). . . ( Xq x„_i) 


pour m — i, 


u _ {x — x s ) (x — x 3 ). . . (x — x n ) _ 

(x 0 — x t ) (a?o— X 3 ) . . . (x 0 — x„) (x t — x t ) {x t — x 3 ) . . . (x t — x n ) 

X 0 — X X x —• X 

“°(^ 0 — x t ) {x 0 — x 2 ) . . . (x 0 — x n ) + Ul (X^ — X t ) (x t — X t ) . . . (x t — X n ) 


pour n — i, 

« 0«1 • • • ^ m 

( Xp x) (x t x) ... [ x m — ] X ) 

( x 0 x m ) ( Xi X m ) . . . ( x m _ l X m ) 

Dans chacune des formules precedentes, on completera sans peine le nume¬ 
rateur ou le denominateur de la fraction qui represente la valeur de u, en 
ajoutant au premier terme de ee numerateur ou de ce denominateur tous 
ceux qu’on peut en deduire a l’aide d’un ou de plusieurs echanges operes 
entre les indices. Par exemple, si Ton suppose en meme temps m = i et 


(i4) u — - 

«0«1 • • 
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n — 2, on trouvera, pour la valeur de u completement developpee, 


u o u 


x — x„ 


■ (1 5 ) ■ u 


( Xq X% ) ( ) 


Wa Wo 


(^ 0 — X x ) (# 2 — &l) 


u l U 2 


# — 


Oi — ^o) (^2— ^'o) 


•#A - <2* 


x 9 — # 


(« 2 ?o *27 2 ) (*^1 ^0 ) (^ 1 *27 2 ) ( * 2?2 ^0 ) ( *^'2 ) 


II est bon de reraarquer que la forrnule (12) est celle de Lagrange, el que 
pour en deduire la formule (i4) il suffit de remplacer n — 1 par m, puis de 

prendre pour inconnue la fonction supposee entiere, au lieu de la fonc- 
lion u . 
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NOTE VI. 


DBS NOMBRES FIGURES. 


On appelle nombres figures &w premier, du second, dutroisieme ordre, etc. 
ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de x dans les de- 
veloppements des expressions 

(i-H-a;)- 2 , (i-t-a;)- 3 , (n-a?)-*, - 


Cette definition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons 
prouvS, dans le Chapitre VI (§ IV), qu’on a, pour des ^aleurs reelles quel- 
conques de jx et pour des valeurs numeriques de x infdrieures a l’unite, 


(V 


| (I -4- x)v- = I -t- Y 


x+^ 

1.2 


l)...(fx—/t-H) 
I.2.3.../J 


Si dans l’equation precedente on pose — (m-hi), m designant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 

m -1 - i (ra + i)(m + 5 ) „ 

- x -—- x 2 — .. . 

t 1.2 

(m + i)(m + a)...(m-M) , 

-5- x n ±.. .. 

i.2 , 5 ...n 


Comme on a d’ailleurs evidemment 



(m + i)(m + a)...(»i + )i) __ i .2,3.. .m(m + i).. ■ (m -+ - n) 
1.2.3 .. .11 (l.2.3...»*)(l.2.3...«) 

_ ( n -1- i) ( ti 2). . . (n -t- ui ) 

1.2.3 ... TO 


(3) 
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il en resulte que l’equation (2) peut s’ecrire ainsi qu’il suit: 


, , _ , 1 . 2.3 . . ,/n 2.3.4. ■ Am -j-1) 

(l+ «)-'*-'■=: - — -- lx 

1.2 .0. . .m 1.2.0. . .in 


(4) 


3.4.5... ( m, -t- 2 ) 

i) JC ... —i— 

X .2.5.. ,m 

(n+i)(ft + 2)...(/i + m) 

x. 2 .3... m 


n(n + i)...(;i+m — 1 ) 


1 . 2 . 0 . . .in 


Les coefficients numeriques cles puissances successives de x dans le second 
inembre de cette derniere formule, savoir 

. K . 1.2.3 .. .m 2.3.4-..(/w + i) «(n + T)..,(» + z»-i) 

( 3 ) 7 o > -5- 9 • • • y -o- 5 • * • y 

1.2.5.. .m 1 . 2 . 5 . . .m 1 . 2 . o . .. in 


sont prScisement les nombres figures de l’ordre m. La suite de ces raemes 
nombres ou la s6rie ( 5 ) s’etend a l’infini. Son terme, c’est-a-dire la frac¬ 
tion 

n (n -f-x). .. ( n -f - m — 1 ) 

1 . 2 . 3 ... ni 


est a la fois le coefficient numerique de x tl ~ 1 dans le developpement de 
(14- x)~" l ~ x , et le coefficient de x m dans le developpement de {1 + x) n+m ~' [ . 
De plus, si dans la s6rie ( 5 ) on fait successivement 

m — 1 , m — 2 , m = 3, ..., 


on obtiendra : i° la suite des nombres naturels ou figures du premier ordre 
I , 2, 3, 4? ■ • ■, u? .. * , 

2 0 la suite des nombres qu’on nomme trianguiaires ou figures du second 
ordre, savoir 

, a n(n-hi) 

1, o, 0. 10. .— > •••, 


3 ° la suite des nombres qu’on appelle pyramidaux ou figures du troisieme 
ordre, savoir 

, n (n + 1 ) (n H- 2 ) 

1 . 2.3 


1, 


4, 10, 20, 


* * 7 
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Si l’on ecrit ces differentes suites au-dessus les unes des autres, en Ies faisant 
preceder par une premiere suite composee de termes tous egaux a l’unite, 
et placant, en outre, le premier terme de chacune d’elles sous le second 
terme de la suite immediatement sup6rieure, on obtiendra le Tableau sui- 
vant : 


( 6 ) 


! i. 


t, 2, 3 , 4 , 

i, 3 , 6, 


Les nombres renferm^s dans la (« + i)'« iue colonne verticale de ce Tableau 
sont les coefficients de la «'™ 1C puissance d’un bin&me. Pascal, dans son 
Traite du triangle arithmetic]ue, a donne le premier la loi de formation de 
ces memes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule etablie 
d’apr&s cette loi peut etre etendue a des puissances fractionnaires ou nega¬ 
tives. 

Plusieurs proprietes remarquables des nombres figures se ddduisent imme¬ 
diatement de la formule ( 4 ) du Chapitre IY (§ III). Concevons, par exemple, 
que, apres avoir remplace dans cette formule n par n — i, on y suppose 


x — m -l- i, .Y — ,n ' -+- i, 


m, m' etant deux nombres entiers queieonques, on trouvera 


17) 


(ni -+- in' -i- i) (m -+- in' + 3).. \ m -f- m' ■+• n) 

I . 2.3 ...(« — I ) 

_ (m -+- 1 ) (in -+- 2 )... (m -+- n — i) 

_ 1.2.3. ..(« —i) 

(m -+- 1 ) (m 4 - 2 ). . . (in n — i) in' - 1 - i 


I . 2. 3 . . . ( 7 1 - 2 ) 

I 

771 -+- i ( ni' —1— i) ( m' -H 2). . 

.(in' -i- 7i — 2) 


i 1 . 2 . 3 ...(n — 2) 

( m' -+- 1) ( m' i ).. . ( m' -I- n — i) 
1.2.3. ..(/t — i) ’ 
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puis, en faisant m'—o, 

j (m 4- 2) (m 4 - 3 ). . .(m 4 - n) 

1. 2 . 3 . ..(« — 1) 

( m 4- 1) ( m 4- 2). . . (m 4- n — 1) 

1 .2.3. ..(« — 1 ) 

(m + i)(m42)...(m + » — 2 ) 

1. 2 . 3 ...(n — 2) 

4 -. 

m 4-1 

H-h I. 

I 

De mSme, si, apr&s avoir remplace dans'la formule ( 4 ) (Chap. IV, § III) 
n par n — 1, on fait en outre 

= m + 4 -1), 

on en conclura 



I (m — in') (m — m' 4 - 1). . . (m — m! 4- n — 2) 

1. 2 . 3 . ..(« — 1) 

(w 4 i)(m + 2 )...(»i 4 n — 1) 

1 . 2 . 3 . . . (« — J) 

" (m + [)(m + 2)...(w-i-/!-2) m'+i 

(9) < 1.2.3. . .(n — 2) T~ 

4 -. 

_ m 4-1 (m 1 + i)m'... { in' — n 4- 4 ) 

I 1 . 2 . 3 ... (/i — 2) 

(to' 4- i)nr'. . . (m'—« + 3 ) 

' 1 . 2 . 3 ... (« — 1) 


Lorsque dans [’equation precedente on suppose m’>m, et en m6me temps 
n^m'- a- 2, on trouve 


(10) 


(m 4“ 1). . . (m 4 " n — 1) 
1.2.3,. . (n — 1 ) 


m'- a- 1 (m-\-1).. .(m- a- n — 2) 

1 1.2. 3 ... ( a — 2) 

( m' 4" 1 ) m' (m —I— 1 ). . . (m —t— n — 3) 

j.2 1.2.3...(« — 3 ) 


m'-A-i (m 4 - 1 ). . .(m + n — m' — 1) 
1 1 . 2 . 3 . .. ( n — m' — 1 ) 

(m 4 1 ). . . (in 4 - n — m' — 2 ) 

1 . 2 . 3 . . .(n — m! — 2 ) 
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Enlin, comme les Equations (8) et (io) peuvent s’ecrire ainsi qu’il suit 


/ 1 . 2.3 ... m 2 .3.4 • ■ • (m 1 ) 
i 1.2.3 ... in i. 2 .3. . . m 


n (n -)- i). . . (n -+- in — i) _ n ( n -4- i)...(« m) 

i . 2 . 3 ... m i . 2 .3 . .. ( m 1 ) ’ 


n. . .(n m —■ i) in' -t- i (n — i ). . . (n -+- m — 2) 

i.2.3... m. i i.2.3 .. .m 

m! —l- i ( i) — m') ... (n -+- m — m' — i) 
i i.2.3... m 


F ( n — m' — ii... ( n -4- in — m! — 2) 

~~l - ■■■■ — - ■■ y 

\ i.2.3 ... m 

il est clair qu’elles entraineront les deux propositions que je vais enoncer : 

THfiORfeME I. — Si, apres avoir forme la suite des nombres figures d'e 
I’ordre m, on ajoute les tins aux autres les n premiers termes de cette suite, 
on obtiendra pour somme le n iime nombre figure de I’ordre m 1. 

THfiOiifcME 11 . — Si l’on designe par m, ni' deux nombres entiers assujettis a 
la condition 


et que dans le developpement de (r — x)" l ' +l on remplace les puissances suc- 
cessives de x par in' -r 2 termes consecutifs pris dans la suite des nombres 
figures de I’ordre m, on obtiendra un resultat egal a zero. 

Corollaire I. — Si l’on suppose que les differents termes de la suite 
(i 3 ) Uq, a ly <7-2, .. a nj ... 

represented successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 
et les nombres pyramidaux, on trouvera dans le premier cas 


Cl,i 2 Cl ,,—| —J— d tl _2 — O, 


dans le second 


a,i 3 —1— oa ;i _v ci n . g — o, 


et dans le troisieme 


Cl n 4 &n — 1 2' 4 &n —4 
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La premiere des equations qui precedent se confond avec la formule ( 3 ) du 
Chapitre XII (§ I). 

Corollaire II. — Si l’on ddsigne gendralement par 
( i 3 ) ccq, .. . 

les nombres figures de l’ordre m, 

O7) a 0, d^X ^ Q,^X ", . . ., di L X n y . . . 

sera une serie recurrente dont l’echelle de relation aura pour termes les 
quantitds 

, o >, m —t— 1 ( w. -H 1) tyi (m -t- 1) m (m — 1 ) 

(qoj 1,-, -+- -- , -^-j 

1 1.2 1 . 2.3 

c’est-i-dire les coefficients des puissances successives de x dans le develop- 
pement de (1 — x) m + l . Ainsi, par exemple, la serie 

1, 3 x, 6x 2 , iox s , 

dans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est recurrente, et son echelle de relation se com¬ 
pose des quantilds 

1, — 3 , -1- 3 , — 1. 

Parmi les proprietes principals des nombres figures, on doit remarquer 
encore cedes que prdsentent les equations (7) et (9), lorsqu’o'n leur donne 
les formes suivantes : 


( r 9) 


1.2.3. . .{m -t-m'-t-i) 

_ n(n -+- 1 )... (n -\- m — 1 ) 1 .2.3... m' 

■ \ .1.3... m 1.2.3... m! 


/ 



+ 


n — \ )n.. .{n -\- m 
1 .1.3... m 


— 2).2. 3.4 - • •( m ' -I- 1) 
1 .2.3. . .m' 


1.2.3. ..m n(n -+- 1 )... (n -t- m' — 1 ) 
1.2.3 . . . m 1.2.3... m' 
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( 20 ) 


11 (11 -+- 1)...(« + m — m' — 2) 

1 . 2 . 3 . . . (m — in' — i) 

_ n ( n -h 1)... (n m — 1) m’+ 1 (n —■ i) n. . . (n -+- m — 2) 

1. 2 . 3 .. . m 1 i. 2.3 ... m 

( in! 4 - 1). . .( m' — n + 4 ) a. 34 ...(m + i) 

1.2.3.. .(«•— 2) i. 2 . 3 ... in 

(m'+i)...(»»'—« + 3 ) i. 2 . 3 ...m 

1. 2 . 3 .. .(n — 1) 1 . 2.3 ... in 



Ajoutons que, dans la suite des nombres figures de I’ordre n, le (n+i)'" 1110 
terme equivaut a la somme des carres des coefficients que renferme la 
puissance d’un bindme. En effel, si dans la formule (2) (Chap. IV, 
§ 111) on suppose a la fois x—n, y = n, on trouvera 


( 21 ) 


2n (2 n — 1)...(n ~h r) 
1 . 2 . 3 . .. (n — 1) 11 



n(n — j) 
1.2 



■+■ 1 • 
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NOTE VII. 

PES SERIES DOUBLES. 


Soient 

(') 


Uq, 

« 1 , 

u 2 , 

• • * 9 

u 0 , 


«S, 

■ * * 9 

ft 


. u 


11 o 9 


^2 > 

• * ■ ? 


‘ * 9 • • 9 ‘ • 9 


des quantiles quelconques rangees sur des lignes horizontales et veriicales, 
de telle manure que chaque serie horizontale ou verticale renferme une 
infinite de termes. Le sysleme de toutes ces quantiles sera ce qu’on peut 
appeler une serie double; et ces quantity elles-mSmes seront les differents 
tei'mes de la serie, qui aura pour ter me general 


m, n designant deux nornbres entiers quelconques. Cela pose, concevons 
que Ton represente par 


la somme des termes de la serie (r) qui se trouvent compris dans le Tableau 


suivant 

[ “o> 

Ml, 

Mj, 

• • • 9 

u n—\ 9 


l , 

, 

r 


, 


1 Wq9 

M,, 


’ * * 9 

u n— \9 

(2) 

) // 

“o? 

u\. 

u"i. 

•• 9 

“«-i» 


j • -9 

* * 9 

• * 9 

’ • * 9 

. ... 9 


\ 11 Q 9 

.Am -\) 

11 1 9 

//('«-!) 
u 2 9 

‘ * * 9 

u n- 1 : 


c’est-a-dire des termes qui portent a la fois un indice inferieur plus petit 
que n et un indice superieur plus petit que m. Si la somme des terines res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que l’on voudra, devient infinimenl 
petite pour des valeurs infiniment grandes de m et de n, il est clair que la 
somme et toutes celles qu’on pourra en deduire en ajoutant a s^ h) quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau (2), convergeront, pour des valeurs 
OEtwres de C. — S. It, t. II!. 56 



442 


COURS D’ANALYSE, 


croissantes de in et de n, vers line limite fixe s. Dans ce cas, on dira que la 
serie (i) est convergente, et qu’elle a pour somme la limite s. Dans le cas 
contraire, la serie (i) sera divergente, et n’aura plus de somme. 

Lorsque les termes exclus du Tableau (2), etant ajoutes les uns aux autres 
en nombre arbitraire, ne donnent jamais, pour des valeurs infiniment grandes 
de m et de n, que des somnies infiniment petites, on peut en dire autant a 
fortiori de ceux d’entre les mdmes termes qui appartiennent a une ouaplu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticaies du Tableau (1). II suit immediate- 
ment de cette remarque que, si la serie double comprise dans le Tableau (1) 
est convergente, chacune des series simples comprises dans les colonnes 
horizontales ou verticaies du meme Tableau le sera pareillemenl. Desi- 
gnons, dans cette hypothese, par 

s (;n) 


le resultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des m premieres series 
horizontales du Tableau (1), c’est-a-dire les m premiers termes de la serie 
simple 

( 3 ) Uq + -+- U.1 , Uq -P U , U j -+- . . . , U j -+- u[ -+- Mj + . . . , 


le resultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des n premidres sdries ver¬ 
ticaies, c’est-a-dire les n premiers termes de la serie simple 

(4) u 0 + u 0 “P Uq - 4 - . . • , !!( + ttj + . . Mo u\ -t- u\ + . . . , 

.. . . ’ . . 

sera evidemment la limite de l’expression s\[ n) pour des valeurs crois¬ 
santes de n, et s n la limite de la meme expression pour des Valeurs croissantes 
de 1 n. Par suite, il suffira de faire croltre indefiniment m dans 5<"»> et n dans 
s n pour faire converger s^" l> et s n vers la limite s. On peut done enoncer la 
proposition suivante : 

TiU-oueme I. — Supposons que .la serie double comprise ddns te Tableau ( 1 ) 
soil convergente; et designons par s la somme de cette serie. Les series (3) 
et (4) seront egalement convergentes, et chacune d’elles aura encore pour 
somme la quantite s. 

Concevons maintenant que les valeurs numeriques des quantitds comprises 
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dans le Tableau (i) soient respectivement designees par 

P 0> Pl> P 2> ■ • ■ > 

Po> Pl> P 2 * ‘ 

Po 9 P 19 P 29 • * • 5 

* ‘ 9 ’ • 9 • • 9 •••• 

Les termes du Tableau (i) qui se trouvent exclus du Tableau ( 2 ), etant 
ajout6s les, uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fourniront evi- 
demment une somme inferieure ou tout au plus egale (abstraction faite du 
signe) a la somme des termes correspondants du Tableau (5). Done, si, pour 
des valeurs inflniment grandes des nombres m et n, cette derniere somme 
devient inflniment petite, il en sera de meme a fortiori de la premiere; ce 
qu’on peut encore exprimer en disant que, si la serie double comprise dans 
le Tableau (5) est convergente, la s6rie ( 1 ) le sera pareillement. J’ajoute 
qu’on sera completement assure de la convergence de la s6rie double com¬ 
prise dans le Tableau (5), toutes les fois que, les series horizontales de ce 
Tableau etant convergentes, leurs sommes, savoir 

(6) Po+ Pi ■+• p 2 + ■ • •, P 0 + P 1 + + -Po + P* + Pa ■+"• • ■ > 

. 9 • • • . . . 9 



formeront elles-memes une serie simple convergente. En effet, soit, dans 
cette hypoth^se, s un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir 
m assez considerable pour que l’addition des sommes 


P r+p‘r , H’f ( * m, +---> 


p ! o" ,+l) +p l r +l) - 


?r +l) - 


et, par suite, celle des termes du Tableau (5) affectes d’un indice superieur 
au moins egal a m, ne produise jamais un resultat plus grand que |s. De 
plus, le nombre m etant determine comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune des series horizontales du Tableau (5) est conver¬ 
gente, choisir n assez considerable pour que chacune des sommes 


P» + P«+1 + Pn+ 2 + • • • , 

Pn + P'n +1 +P«+ 2 


+ pKt i> +pLV ) - 


n ( m-l) 

Pa t" PiH-l 


soit egale ou inferieure a - — e; auquel cas l’addition des termes qui, dans le 









CGUItS D’ANALYSE. 


444 

Tableau (5), portent un indice superieur plus petit que m et un indice infe- 
rieur au moins egal a n, ne produira jamais un resultat plus grand que 
Les deux conditions precedentes etant remplies, il est'clair que, dans la 
serie (5), les termes affectes d’un indice superieur au moins egal a m et 
d’un indice inferieur au moins egal a n ne pourront donner par leur addi¬ 
tion mutuelle qu’une somme tout au plus egale k e. Done cette somme 
deviendra infiniment petite, si Ton attribue aux nombres m et n des valeurs 
infiniment grandes, puisque alors il sera permis de faire decroitre e au dela 
de toute limite assignable. Done l’hypothese admise enlraine la convergence 
de la serie (5), et par suite celle de la serie (i). En combinant ce principe 
avec le premier iheoreme, on en deduit une nouvelle proposition que je vais 
enoncer. 

THfiORfeME II. — Supposons que, toutes les series horizontales du Tableau (i) 
etant convergentes, leurs sommes, savoir 

( 3 ) Uq Ui ■+■ Mj -h..., Uq + Mj -+- w 2 -(-•••, u" 0 + u J -t- u\ ..., 

.) .> .. 

forment encore une serie cornergente, et que cette double propriele des series 
horizontales subsiste dans le cas meme oil I’on remplace chaque terme du 
Tableau (r) par sa valeur numerique. On pourra des lors ajjirmer : i° que 
toutes les series verticales sont convergentes; 2 ° que leurs sommes, savoir 

(4) Mo + tl 0 + ll' 0 + . . ., Mj+Mj+Mj-t-..., Kj + Wj+ i/j + . . ., 

.> .> .> 

forment encore une serie convergente; 3° enfin que la somme de la selrie (4) 
est precise me nt egale a celle de la serie (3). 

Corollaire I. — Le theoreme precedent subsiste lors m&me qu’on suppose 
quelques-unes des series horizontales ou verticales composees d’un nornbre 
fini de termes. En effet, cliaque serie de cette espece pent §tre consid6ree 
comme une serie convergente indefiniment prolongee, mais dans laquelle 
tous les termes dont le rang surpasse un nornbre donne s’evanouissent. 

Corollaire II. — Soient 


(7) 


M 0 , 

«l, 

«2, 

M3> 


C 0 , 

Cl, 

C 2 , 

c 3 , ■ 



deux series convergentes qui aient respectivernent pour sommes les deux 
quantites s, s', et dont chacune reste convergente lors meme qu’on reduit 









NOTE VII. W5 

ses differenls tennes & leurs valears numdriques. Si 1’on forme ie Tableau 


U\V 0 , M,C 0 > ^3 ^o> ■ ■ 

M 0 t>j, 

Mq m, . . ., 

«0 ,J 3> • • • J 

• * • t 

on reconnaiira sans peine que les sdries^ horizontales de ce Tableau jouissent 
des proprietes enoncees dans le theoreme II, et que leurs sommes sont res- 
pectivement 

(9) s, f’ 3 s, .... 

Par suite, en vertu du theoreme II et de son premier corollaire, les sommes 
des series verticales, savoir 



( 10 ) 


\ U 0 i> 09 Mo^l -H- U\ W 0 ^2 ^1^1+ ZtgPo* 

j M 0 + . . . + M„_j(q -+- U a V 0 > 


formeront une nouvelle serie convergente; et la somme de cetle nouvelle 
sdrie sera egale a celle de la sdrie ( 9 ), c’est-ii-dire evidemment au produit ss'. 
On se trouve ainsi ramend par la consideration des series doubles au theo¬ 
reme VI du Chapilre VI (§ III). 


Corollaire III. — Si l’on appelle x Ie sinus d’un arc compris entre les 

7T 7T 

limites-> -i—, et z sa tangente, on trouvera 

2 2 

Z = X — X ( 1 — x -) 2 . 

\j I — X- 

Cela pose, puisque, en vertu de la formule (3g) (Chap. IX, § II), on a, pour 
des valeurs numeriques de .z inferieures a l’unite, 


Z Z 

~6 


on en conclura, pour des valeurs numeriques de £ inferieures a —> 

V 2 


arc sin a? = arc tanga?(t — x 2 ) 


2 \ 2 


_/mu _ «. /yis .£ ,/M J _ 

■ x (1 —■ x~ ) 2 -4 v (i-.r 2 ) 2 +... 
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ou, ce qui revient au meme, 


3 a; 3 3.5 

arc sin x — x 4-— h -r — 

26 2.4 5 

x 3 5 .» 5 
3 a5 

x 5 


3.5.7 X 1 
2.4.6 7 + ' ' ■ 

5.7 x~ 

2.4 7 

zf! +... 

2 7 
a ; 7 
7 

4-. 


Comme les series horizontales comprises dans ie second membre de l’equa- 
tion precedente remplissent evidemment les conditions enoncees dans le 
theoreme II, tant que la variable x conserve une valeur numerique inferieure 

a il en resulte que cette equation peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 

V 2 




De plus, si dans la 
leur negative — 2, 
successivement 


0 0 


tormule ( 5 ) du Chapitre IV (§ III) on attribue a y la va- 
et a x l’une des valeurs positives 3 , 5 , 7, . .., on en tirera 

I 3 _ 1 

i 2 2 ' 

1 3^5 _ 5 _ i .3 

/ 2.4 2 2.4’ 

I 7-5.3 _7_^ ,7 i- 3-5 

| 2.4.6 2.4 2 2.4.6’ 


et par suite on trouvera definitivemenl 


1 OC^ 

arc sinvr — x — — 4- 

2 6 


i.3a; 3 

2.4 5 


1. 3.5 x 1 

2.4.6 7 



x = 4- 



( 1 2 ) 




NOTE VII. 


447 


Ilest facile de prouver, ii faide du Calcul infinitesimal, que cette derniere 
equation subsiste non seulement, entre les limites x— — , x—-~h 

y 2 

mais aussi entre les limites x = — i, x — + i. 

Corollaire IV. — En vertu de la formule (20) (Chap. VI, § IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renfermees entre les limites — 1 et -+- i, 


(1 -4- x)V -— 1 

V- 


ryVL *yi 3 

— X- — ( I —fJ.)-h—(l — fx) 



db, ce qui revient au raeme, 
(l -4- x)V -— i 


x 

1 

X* 

2 


X 1 


X 6 ( 1\ X 

—rf - P- ( I H - 


2/3 ** Vi.2/ 3 




I \ x'* 


37 T 


I 

I . 2 


I 

2. 3 


X* , / I 

v* + F 

4- 


r. 2’. 3 / 4 


Comme les series horizontales que comprend le second membre de l’equa- 
tion precedente remplisseni les conditions enoncees dans le thdordme II, 
tant que la variable x conserve une valeur numbrique inferieure a l’unite, il 
en rdsulte que cette bquation peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 


(l -+-x)P — I _ X X 2 X s X 4 


(i3) 


2 

X 2 


I \ X J ( I I \ X* 

2 -{ t +z)T + \ t +Z + iJT 


I X 3 

+ _L + _L 4 


' 

1.2 3 

\[ .2 1.3 • 2.3y> 

1 4 



(X =~ I, X = + i). 


Mais on a deja trouve (Chap. VI, § IV, probleme I, corollaire II) 
(i4) i 1 x ) -_ = /(n- x) + - [/(t + ^)] 2 -t-..., 

p. 2 


l btant la caracteristique des logarithmes neperiens. Les formules (i 3 ) et 
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(i 4 ) devant s’accorder entre elles (voir le tbeoreme VI du Chapitre VI, §IV), 
on en conclura, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites —1 
et, + i, 


/y>S sy* 4 

j / . oO \As t Ay 

/(i + X ) m X —-h 

204 


I[/(n-a>)]*=- 
2 2 


1 + 


2/3 


(i 5 ) 


±( + l 




-“I-*-Q 

T . 2 I .0 


1 

2 

0 

x'* 

T 

1 


x n 

n — 

l) 

n 

o) 

x> 

T 

-+- . 


Dans ce qui precede, nous n’avons considere d’autres series doubles, con- 
vergentes ou divergenles, que celles dont les differents lerrnes sont des 
quantites reelles. Mais ce qui a ete dit a regard de ces series peut egalement 
s’appliquer au cas ou leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu’alors 
on ecrive partout expression imaginaire au lieu de quantite, et module au 
lieu de valeur numerique. Ces modifications etant admises, les theoremes 1 
et II subsisteront encore. C’est ce que Ton dernontrera sans peine, en s’ap- 
puyant sur le principe suivant : 

Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours 
inferieur a la somme de leurs modules. 

Pour etablir ce meme principe, il suffit d’observer que, si 1 ’oti fait 

p(cosd + / — i sind) + p'(cosS'-t- /— i sin 6 ') +. .. 

= ll(cosT h- \J — i sinT), 

p, p', ..., R designant des quantiles positives, on en conclura 

R 2 = (p cos 6 -+- p'cosd'-t-.. ,) 2 + (p sin0 + p'sind'-t-.. .) 2 
= p 2 + p'--K ..+ 2pp'cos(0 — 6') -b... 

< p 2 + p' 2 + ... + 2pp'^-.. .= (p + p' +. . .y, 


el, par suite, 


R < C P ~t” p f 
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sun LES FORMULES QUI SE1WENT A CONVERTIR LES SINUS OU OOSINUS DES MULTIPLES D’UN ARC 
EN POLYNOMES DONT LES DIFFERENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASCENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE CE MEHE ARC. 


Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites 
en resolvant les deux premiers problemes enonces dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s'y trouvent affectees des numeros ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), 
( 9 )> (to)> (tt) et (12). Elies donnent lieu aux remarques suivantes. 

D’abord, si, dans le calcul a 1 ’aide duquel on etablit les formules ( 3 ), (4), 
( 5 ) et (6), on substitue aux Equations (12) du Chapitre VII (§ II) les Equa¬ 
tions (24) du Chapitre IX (§ II), on reconnaitra immediatement que les 
mSmes formules subsistent dans le cas 0(1 Ton remplace le nombre enlier m 
par une quantite quelconque p, tant que l’on suppose la valeur numerique 

7 T 

de z inferieure a j- Ainsi on. aura, dans cette hypothese, 


(0 


p.p . 

cos ixz — 1 — '■—— sin 
‘ 1.2 


(P 


_ (p+ 2)p.p(p— 2) 

I.2. 3.4 

4)(p + 2)p.p(p— 2) (p — 


sin* 


4) 


sinps ~ cosj 


(2) 


et 


(3) 


(4) 


p sms 


1.2. 3 . 4 - 5 .6 
(p + 2 ) p(p — 2 ) 


sin 6 


(h t- 


1.2.3 

4) (p - 


sin-’ 


2)p(p— 2)(p — 4) 


i. 2 .3.4-5 


sin 0 


-■] 


cosp I 


C0S1 


(p+l)(p — 1 ) 


(p 


I . 2 

3 ) (p 


sin ^4 


0(p —0(p —3) 


sin p z ~ p. si n x 


(p- 


1.2.3.4 

1) p(p —1) 


sin 4 s —... J, 


strr 


(p- 


i. 2.3 
3 ) (p.+ 1 ) p(p 


t)(p — 3 ) 


1 .2.3.4 .5 


sir 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


a 7 
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De plus, en verlu des principes etablis dans le Chapitre IX (§ II) et dans la 
Note precedente, on pourra developper, non seulement cosp.3 et sinp3, mais 
aussi les seconds inembres des fonnules (i), ( 2 ), (3), (4), suivant les puis¬ 
sances ascendantes de p; et, comme les coefficients de ces puissances devront 
alors etre les memes dans le premier et le second membre de chaque formule, 
on obliendra, en comparant deux a deux les coefficients dont il s’agit, une 
suite diquations parmi lesquelles on dislinguera celles que je vais ecrire : 


(5) 

( 6 ) 



7 T 

Nous supposerons louiours ici la variable 3 comprise entre les limites — T > 

4 

7 T 

4- 7 ■ Mais on d6montre facilement a l’aide du Calcul infinitesimal que, sans 
4 

alterer les equations ( 1 ), ( 2 ), (3), (4)» (5), (6), ..., on peut y faire croitre 


la valeur numerique de s jusqu’a -• Ajoutons que, en prenant sins = x, on 

fail co'incider liquation (6) avec lu formule ( 12 ) de la Note VII, et liqua¬ 
tion (5) avec la suivante : 


(arc sina ?) 2 == x"- -t- 5 - ——I- I 1 ! % 
02 3.53 


2.4.6 x % 

3 . 5.7 4 


Cette derniere se trouve dans les Melanges d’Analyse, publies en i 8 i 5 par 
M. de Stainville, repetiteur a I’Ecole royale Polylechnique. 

Concevons a present que, dans les formules deja cilees du Chapitre VII 
(§ V), on attribue a la variable 3 une valeur imaginaire. On conclura sans 
peine des principes developpes dans le Chapitre IX (§ III), qu’elles ne ces- 
seront pas d’etre exactes. Supposons, par exemple, 

— I lx. 


l elant la caracteristique des logarithmes neperiens. Comme on aura, dans 
cette hypothese, 

coss = - (e /x -t - e~ lx ) 

2 

sins — --- (e u — e~ ,x ) — ——- 

2 2 
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et generalement (n designant un nombre entier quelconque) 


cos/is == - \ x n -\ -■ ), sinns 

2 \. x“ 


X n -. , 

2 \ X" 


on tirera des equations ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6) (Chapitre VII, § V) : i° pour des 
valeurs paires de m, 


( 7 ) < 


x " 1 q-— 2 

x m 


m . m ( 

1 V 

H- r~ x - 

— 

2 -4 V 

X 


2 (m -+- 2) m. m (m — 2) f i \ 4 


2.4.6.8 

(m -+- 4) (m 2) m. m (m — 2) (in —■ 4) 


x 


X 


( 8 ) 


X' n - X 

x«i 


-:)[ 


m 


x - 

x / I 2 \ x 


2. 4 - 5 .8.10.12 

(m -4- 2) m (m — 2) / 1 \ 8 




2.4.6 \ x 

(m + 4 )(* + 2)m(m — 2) (m ~ 4 ) 

2.4-6.8.10 


x - 

x 


2 0 pour des valeurs impaires de m, 


( 9 ) 


x" 


x h 


-i)[ 


(m + 1) (m — 1) / 1 

2.4 \ x 

(m -+- 3 ) (m + 1 ) (m — 1 ) (m — 3 ) / 1 

+ 2. 4 - 6.8 \ x 


x h 


(10) 


i=*[ 7 ('-=) + 


(m 1) m (m — 1) 


- 4 - — 


2.4.6 \ x 

3 ) (m + 1) m(m — 1 ) (m — 3 ) 


2.4-6.8.10 


x - 




Les formules (9), (10), (11), (12) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraient 
des resullals analogues. 

Revenons maintenant a la formule ( 3 ) du meme paragraphe. En verlu de 
cette formule, cos/ns est, pour des valeurs paires de m, une fonction entiere 
de sinz, du degre m; et, comme cette fonction doit s’evanouir, ainsi que 
cos mz, pour toutes les valeurs de z comprises dans la suite 

(m — 1 ) % 3 % tz 7i 3 7T (m — 1 ) 71 

- -; ‘ ■ J - - 1 --) “f* - > ~\ -5 * ’ * > +-5 

2 m 2 m 2 m 2 m 2 m 2 in 
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il est clair qu’elle sera divisible par ehacun des facteurs biudmes 


. (in — i) 7r 
sins -i- sin-> 


371 

7 T 

..., sins.-! 

- sin-, 

sin z -+- sin — 

2 m 


2 m 

2 m 

. (m — i) 7 i 


3 ti 

7 T 


sins— s i 11 - — i .... sins — sin-> sins — sin—, 

2 m 2 ni 2 m 


et, par consequent, egale au produit de tous ces facteurs binomes par le 
coefficient numerique de sin"'s, savoir 


/ ,v (m -I- m — 2).. .(m -+- 2) m. m (m — 2 — m 4-2) _ f m _, 

i.a. 3 .. 

On aura done, pour des valeurs paires de m, 


11) cos mz = 2 m ~ l ( sin 2 -sin a £ I ( sin 2 -sin 3 5 I ... I sin- 


7 T 


2 m 


37 T 


sin 2 - 


2 m 


(m 1 ) 7 T' 


2 m 


— sur 


Par des raisonnements sembiables, on tirera des formules ( 4 ), ( 5 ) et (6) 
(Chap. VII, § V) : i° pour des valeurs paires de m, 


2 7 T 


sin mz = 2 m ~ l sin5 cos.s sin 2 --sin 2 ^ ) sin 2 -sin 2 ^ ]... ( sin 


2 m 


. * 4 ir 


2 m 


•~s ( /?z ~ 2 ) 7r 


2 ni 


pour des valeurs impaires de m, 


cos/ns = 2" !_1 cossl sm 2 -- sin 2 

2 


. , 3tt 

sin 2 -sin-; 

2/n 


, . . m-2) 7 i 

. sm ! ---sin 

2 


et 


sinms = 2 m_1 sins I sin 


27 t 

2111 


sin 2 


sin 2 — sin 2 s | . 
2 m 


. (m — 1 )tt 

. ( sin--sin 2 


Si dans les quatre equations qui precedent on reduit la partie constante de 
chaque facteur binome a I’unile, en eerivant, par exemple, 


Sill'S , 7 T 

1-- au lieu de sin 2 -— sin 2 s, 

. , 7 T 2 111 

sin 2 - 

2 m 


les facteurs numeriques des seconds membres deviendront evident ment 
egaux a ceux des termes qui, dans les formules ( 3 ), (4), ( 5 ), (6) du Cha- 
pitre VII (§ V), sont independants de sins ou renferment sa premiere puis¬ 
sance, e’est-a-dire a 1 ’unite ou au nombre m. En consequence, on trouvera : 
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i° pour des valeurs paires de m, 


(1 5 ) cos/ns ~ 


sin 2 s 


sin 4 


sir v z 


sm 3 


7T 


sin" 


37 T 
2 m, 


. „ (m — i) 7r 
sin 2 --— 


(16) sin ms = m sins cos s/ j— 


sin 4 


sin 4 


271 

2 m, 


sin-s N 

• 9 An 
sin 2 -— 

2 m . 


. 9 (m — 2)7T 

sin 2 -- 


2° pour des valeurs impaires de m, 


(17) cos ms = cos s / 1 — 


sin 4 


in2~ \ 


sin 


(18) sin mz — m sin z [ 1 


sin 4 


sin 4 s 


sin- 


37 T 


sin 4 


27T 


2 /?Z 

sin 2 s 

< 5 * 


sin 4 


2 m 


sin 4 


(m —* 2 ) tz 


sin 


2 m 

in 2 r 


sin 


. , ( m — 1 ) 7r 
sin 2 


2 m 


De plus, si Ton observe qu’on a generalement 


. . , cos2 a — cos2 b 

sin 2 o — sin 3 « =-, 


on reconnaitra sans peine que les equations (u), (12), (i 3 ) et (i 4 ) peuvent 
etre remplacees par celles qui suivent 


(' 9 ) 


(20) 




7T 


cos mz = 2 - cos 2 ^ — cos— cos 25 — cos 


m 


3 tt 

m 


cos 2 z — cos 


(m — r) n 


sin mz =2 sin tz cos 2 s — cos 


27T 


COS 2 z — cos 


l\iz 


COS 2 Z — cos 


( zn — 2 ) 7t 


m — 1 

COSOTJ = 2 2 COS Z I COS 2 z — cos 


7T 


m — I 

sinni 3 r= 2 2 sin z ( cos 2 z — cos 


in 

2 n 

ni 


( 37 T 

COS 2S — cos- 

\ m 

4 tv 


COS 2 5 — cos 


111 


COS 2 3 — COS 


COS 2 3 — cos 


(m — 2 ) 7T 
m 

( m — i) 7T 
in 


les cleux premieres se rapporlant au cas oil m est un nombre pair, et les 
deux dernieres au cas ou m est un nombre impair. 

Les douze equations qui precedent subsistent egalement, quelles que 
soient les valeurs reelles ou imaginaires attributes a la variable 3 . On peut 

done y remplacer cette variable par ^ — z, par \J — 1 lx, .... Dans le pre¬ 
mier cas, on obtient plusieufs equations nouvelles correspondantes aux 



454 


COURS D’ANALYSE. 


i’ormules (9), (10), (11), (12) du Chapitre VII (§ V). Dans le second cas, 
les equations (19) et (20) donnent respeclivement, pour des valeurs paires 
de m, 


(21) t 


x- — 2 cos — 

in 


- + A)( 

rn x l j \ 


( . 

3 tt 

1 \ t 

(,r 2 - 

- 2 cos-h 

xy ( 

\ 

777 


2 cos 


(m — 1) 7 i 


x' n - — \x L — 


X J 


x z 


2 COS 


2 COS 


(m — 2 ) 7 T 


et, po.ur des valeurs impaires de in, 


(22) 


x m 


1 





7T 

— 2 COS — 


m 




— 2 cos 


27T 

rn 



(x~ — 2 cos 


(771 — 2 ) 71 

m 



^.r 2 — 2 cos 


( 777 — 2 ) 7 1 

in 



ce qui s’accorde avec les resultats oblenus dans le Chapitre X (§ II). 

II nous reste encore k indiquer plusieurs consequences assez remarquables 
que fournissent les equations (11) et (i 5 ), (12) et (16), (i 3 ) et (17), (i 4 ), 
et (18). Lorscju’on developpe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sins, les coefficients numeriques de ces puissances doivent 
etre evidemment les m6mes que dans les formules ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) et (6) du 
Chapitre VII (§ V). De cette seule observation on deduira immediate meat 
plusieurs 6quations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs 

7T 2 7t 3 tT 4 TT 

2 7/7 ’ 2 777 ’ 2 777 ’ 2 777 


On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m, 


i = 2 m ~‘ sin 2 -sin* 


( 23 ) 


2 in 2 in 


• • sin- 


(m — i) 7T 


2 71 /j 71 

m — 2 7,1—1 sin 2 -sin 2 — • • • sin 2 

2 m 2 m 2 m 


2 in 

(m — 2 ) 7 T # 


I 


I 


( 2 4 ) 


t.2 . , n . , 3 7 i 

sin 2 - sin 2 - 

2 777 2 777 


( 777 -4- 2 ) ( 777 —• 2 ) 

1 . 2.3 


I 


. , (777 — l)7T 

sin 2 ■ 


2 777 


■ , 27T . 47T 

sin 2 - sin 2 - 

2 777 2 777 


( 777 — 2 )l 


sin 


2/77 
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< 2 9 ) 


et, pour des valeurs impaires de m, 


( 25 ) 


3 71 . „ ( in — 2 ) 7t 


i — 2'"-* sin''-sin'-- • sin-- 

2 in i m im 

, ?ir . , 4 tt . Am — i)tt 

m — i m ‘sm 2 -sin 2 -■•sin 5 --—; 

2 in 2 in 2 in 

(in-hi) (in — i) i i 


1.2 


(26) •; 


. 2 71 . , 3tT 

sin 2 - sin 2 —- 

2 in 2 in 


(m -h i) (in — i) 
1 . 2.3 


i 


i 


. „ 27T . , 4^ 

sin-— stn 2 - : ^— 

2 /« 2 m 


. , (m — 2)7T 

sin 2 —- 


. (m — i) 7T 
sin 2 - 


J’ajoute que, si l’on mulliplie par ( j les deux membres de chacune des 
equations (24) ou (26), on en conciura, en faisant croitre m indefiniment, 

( 27 ) 

(28) 


I I I 

-h — — 

9 20 4 9 


71 

IT 


1 1 

■I+T + - 

4 9 


16 25 


En effet, consid^rons, pour fixer les idees, la seconde des equations (24). E11 
multipliant ses deux membres par > on trouvera 


' 27 l \ 2 
1 V m ) 


1 \ m 


, s 77 4 

m 


„ 271 9 . . 

sin 2 — sin 2 — sin- 


37 T 

m 




f (m — 2 )tc ~[ 2 
L 2 in J 


m y . (m — 2)'i 

-1 sin 2 2 - 

2 ] 2 m 


Soit d’ailleurs n un nombre entier inferieur a — • Designons 5 l’ordinaire par 
la notation M(«, b) une moyenne entre les quantitbs a et b. Enfin observons 
que le rapport ^ - esl loujours (voir la page 66) compris entre les limites 1, 

—-—> et que l’on a par suite, pour des valeurs numeriques de x inferieures 

COS X 


, 71 
a — y 
2 


X 


\ X I I I 

-7— < -— n— <-= 2. 

: A. nr r 'tt 


smx sinf# cos -^x cos^x 


cos^ 
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Le second membre de l’equation (29) sera evidemment la somme des deux 
polynomes 




‘(ft -t- 1)71' 

2 (“(« + 2)71 "l 2 


~(m — 2) 7 i ~| 2 

I 

m 

I 771 

1 

2 771 J 

(ft + 1) 2 . , (ft + 0 
sin 2 -- t 

ir (rt-4-2) 5 2) 7 r 

— ' sin 2 -— 

'' 1 (m \ 2 . , (m— 2)n 

-1 sin ! 2 - 


m m \ 2 j 2 m 


dont le premier, en vertu de 1 ’equation (11) des Preliminaires, pourra etre 
presente sous la forme 




+ 


1 

9 





1 

cos 2 



5 


tandis que le second, compost de ™ — n — 1 termes, tous inferieurs a , 

2 772 

restera compris entre les limites o et —Cela pose, 1 ’equalion (29) 
deviendra 



et Ton en conclura immediatement 


2 m >1 / 

— M(o, 1) 


( 3 o) 1 




cos- • 


, n 7i 


■M(o, 1) 


Cette derniere formule subsiste, quels que soient les nombres entiers m et n, 
pourvu que 1 ’on ait En outre, il est aisd de voir que, si l’on prend 

constammenl pour le plus petit des entiers superieurs a n a (a designant 

71 771 

un nombre compris entre 1 et 2), les rapports — > — convergeront ensemble, 
pour des valeurs croissantes de n, vers la limilc zero, et le second membre 
de la formule ( 3 o) vers la limile -g-- Le premier membre devant avoir la 
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raerae liinite que le second, il en resulle : i° que la serie 


4 9 16 n 

sera convergente, ce que Ton savait deja (voir le corollaire clu theoreme III, 

7 T 2 

Chap. VI, § II); 2 0 que cette serie aura pour somme -g-- 

L’equation (28) etant ainsi demontree, on en tirera, en divisant ses deux 
membres par 4, 


On aura par suite 


24 4 16 36 


6 24 


9 25 


Cette nouveile formule s’accorde avec I’equation (27), qu’on peut deduire 
directemenl de la premiere des equations (24) ou (26). 

Avant de terminer cette Note, nous ferons remarquer que, pour etablir les 
huit formules (. 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), (9), (10), (11) et (12) du Chapilre VII (§ V), 
il suffit de demontrer les quatre dernieres, et qu’on y parvient tr6s prompte- 
ment en developpant les Equations (19) du Chapitre IX (§ I), savoir 

(31) I -I- 3 COS0 4- 3 - COS2 0 + 3 s COS30 H-. . .=----- (z = — I, 3=4-1), 

v ‘ ] —2 3 COS 6 v ’ 

(32) s sin 3 4 - 3 2 sin 2 9 4 - z 3 sin 3 8 4 -.. . — -- 5 - (s=— 1 , 3 = 4 - 1 ). 

v ’ 1 — 2 3 cos 6 -1- 3 2 ' ‘ 

Considdrons, par exemple, l’equalion (32). On en tirera, pour des valeurs 
numeriques de z inferieures a l’unile, 

3 sin 9 4 - z- sin 2 9 - 4 - 3 3 sin 3 9 4 - . .. -4- 3 2 " sin 2 n9 4 - 3 2,i+1 sin( 2 n 4 - 1 ) 6 4 - .. . 

1 3 sin 0 

1 + 3' 2 2 3 COS0 

1 

= sin 0 [ 3 (l 4 - 3 2 )- 1 4 - 2 3 2 CO 3 0 (i -h 3 2 )- 2 + 43 3 cos 4 (f 4 - 3 2 )- 3 -h. . .] 

= sin s| 3 - 3 3 4- 3 5 4- . . . ± 3 2b - 1 - 1 Zg . 

4- COS 0(23 2 — 43*4-- . 2/l3 2 "±:. . .) 


- 2.4 , 4-6 


.2 1.2 


_ 2n(2n-h2) 1 

^ 1.2 - 

• 6 _4. = (2« — 2) 2rt(2-n.-t- 2) tn _ 

73 Z - 1T2T3 - +••• 


OEavrcs de C. — S. Il-, t. III. 
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ct I’on trouvcra par suite, en egalant entre eux les coefficients ties puis¬ 
sances semblables de z, 

( 33 ) sina«@ 

( 34 ) sin(2« + 1)9 

Si dans ces deruierus formules on remplace 6 par s, et in ou in + i par m, 
on obliendra precisement les equations (io) el (ii) du Chapitre VII (§ V). 
Les equations (9) et (12) du menie paragraphe se deduiraient, par un calcul 
semblable, de la fornnile ( 3 i). 


, ..... ■ r , r n (2rt — 2) in(in -+- 2) a 

— (— j)" +I sin 01 2 u cos 9 --— -- cos 3 o 

1 1 . 2.0 

= (- ,)- sin CO s 2 d + 
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NOTE IX. 

SUR LES PRODUITS COMPOSES.D’DN NOMBRE INFIMI DE FACTEDRS. 


Designons par 

(0 «0> • • • f M rt , * * • 

nne suite infinie de termes positifs ou negatifs, dont chacun soil supdrieur a 
— i. Si les quantitds 

(2) /(!+«„), /(l+Hj), /( I -t- « 2 ), ..., l(i+U, j), ... 

(I elant la caracteristique des logarithmes neperiens), formentune serie con- 
vergente dont la somme soit egale a s, le produit 

( 3 ) (l + U 0 ) (H-M,)(l -+- M s ) . . . (i + 

convei'gera evidemment, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 
vers une limite finie et differente de zero, dquivalente & e s . Si, au contraire, 
la serie (2) est divergente, le produit ( 3 ) cessera de converger vers une 
limite finie differente de zdro. Dans le premier cas, on est convenu d’indiquer 
la limite du produit que 1’on considere, en ecrivant le produit de ses premiers 
facteurs suivi de ..., comme on le voit ici, 

(4) (J H- «o)(l + M,)(l 4- Mj)- 

La memo notation peul etre conservee dans le cas oil cetle limite s’evanouit. 

Pour que la serie (2) soit convergente, il est d’abord necessaire que, le 
nombre n venant a croitre indefiniment, chacune des expressions 

/( I + ll n ), l{ l i Mn-T-i )? l(l M tt j_s), . . . 

et, par suite, chacune des quantites 

Urn ■ Wn- l-l? Un+ 2? • • • 
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devienne infiniment petite. Cette condition etant remplie, comme on a gene- 
ralement 

nr‘ 2 /y* 3 /yil 

(a) = -1- — — 

2 0 4 

(aj=—1, .r = +i), 


on trouvera, pour des valeurs de n tres considerables, 

( l(i + iO = «„. -~l u l —•••=«« — 

(6)1 i^i 1 

1 /(l 4- «, i+I ) — M, t+I — - u; l+l 4- ^ — • • ■ = M/M-t ~~ “ “i+i 


\ 


(I ± £„), 

( l — £ »+1 )> 


± £„, ±£„+ h . . . designant encore des quantiles infiniment pelites; puis l'on 
en conclura, en representant par m un nombre entier quelconque, et par 
1 ± £ une moyenne entre les facteurs i ± s„, 1 ± £, t+t , ..., 

/ i(l4- U n ) 4- /(l 4- W/J4-1 ) + • • • ■+" l( l + Un+m-l ) 

(7) ) I - 

( = «,,+ 4-... 4- _i — -(«J 4- uj l+ ,4-. . .4- «*+„,_!) (i±e). 

Concevons mainlenant que, dans la formule precedente, on fasse croitre le 
nombre m au delk de toute limite. Selon que chaque membre de la formule 
convergera ou non vers une limite fixe, la serie (2) sera convergente ou di- 
vergenle. Cela pose, l’inspection seule du second membre suffira pour etablir 
la proposition que je vais enoncer. 

TnfiORfeME I. — Si la serie ( 1 ) et la suivante 


(8) a „, a j , u 2 , -••, u n , ... 

sont l’une et Vautre convergentes, la serie (2) le sera pareillement, et par 
suite le produit ( 3 ) convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une 
limite finie differente de zero. Mats, si, la serie (i) etant convergente, la 
serie (8) est diver genie, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
limite I’infini negatif, le produit ( 3 ) convergera necessairement vers la limite 
zero. 

Corolla ire 1 . — Si la serie (2) etant convergente a lous ses termes posilifs, 
mi si elle demeure convergente lors meme qu ! on reduit ses differents termes 
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a leurs valeurs numeriques, on sera evidemment assure de la convergence 
de la serie (8); et, en consequence, le produit( 3 ) aura pour limite une quan¬ 
tity finie diffErente de zero. (Test ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
en question se reduit a 1’un des suivants : 


(' + 0 





(■ + 0 





(i -4- ,'C 2 ) 



Corollaire II. — Comme la serie 


i, 



est convergente, tandis que les carres de ses differents termes, savoir 



forment une serie divergente, il resuite du theoreme 1 que le produit 


(i + i) 

a zero pour limite. 





Corollaire III. — Le theoreme I subsiste Evidemment dans le cas meme ou 
parmi les premiers termes de la serie (i) quelques-uns deviendraient infe- 
rieurs a —i. Seulement, lorsqu’on admet cette nouvelle hypothese, on doit 
remplacer dans la serie (2) les logarithmes des quantites negatives par les 
logarithmes de leurs valeurs numeriques. Cela pose, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de ft, le produit 








convergera, quel que soit x, vers une limite finie differente de zero. 

Corollaire IV. — Toutes les fois que la serie (1) est convergente, le pro¬ 
duit ( 3 ) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie 
qui peut se reduire a zero. 
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Lorsque la limite du produit ( 3 ) est finie, sans elre nulle, on ne peut pas 
toujours assigner sa valeur exacle. Dans le petit nombre de produits de cette 
espece auxquels correspond une limite connue, on doit distingner le suivant 



dont nous allons a present nous occuper. 

Quand, apres avoir pose sc—-, on fait croitre n indefmiment, le pro- 

7T 

diiit (9) converge vers une limite finie representee par la notation 



Pour determiner cette limite, il suffira de recourir a 1 ’equation (16) ou (18) 
de la Note precedente. Considerons, pour fixer les id6es, fequation (16). Si 

l’on y ecrit partout — au lieu de z, on trouvera, pour des valeurs paires 
de m, 



et, par suite (en supposant la valeur numerique de s inferieure ii tt, et le 
nombre m dgal ou sup^rieur a 2), 



Soient d’ailleurs n un nombre enlier inferieur a -m, 1+ a une quantite 
moyenne entre les rapports 
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cl i + S line autre quantile moyenne entre les expressions 



Le second membre de 1 ’equation (12) sera evidemment la somme des deux 
polynomes 




que l’on peut reduire (en vertu des principes etablis dans la Note prece¬ 
dent?,) a 




k6k 
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Cela pose, 1 ’equation (12) deviendra 


sin; 


m sin — cos — 
m m 




2 -tt 


- 


03 ) 


9 B ?“ *0 + 6)M(o,0; 

. m 


l 


11 -'ll' 


(H-a) 


et Ton en conclura, en faisant, pour abreger, 


04 ) 


• , 3 

sin — - s 

m 1 + 6 _ z- 

/ 7T y 1 + « 7T 2 


puis, revenant des logarithmes aux nombres, 


< l5 » 


n 2 7 t 2 


sin s 


m sin — cos — 
m m. 


,+T TpTjf! (H-fi) M(0,1) 

g n 71 


Suppos’ons maintenant que, la valeur de n etant cboisie arbitrairement, on 
prenne pour \m le nombre entier immediatement superieur a n a (a desi- 
gnant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre i et 2). Lorsque 

IX 11% 

la valeur de n deviendra tres considerable, les quantiles 6, y, 5 

m 11- 1 

seront infiniment petites, le produit 

sin — 

s 5 ms 

m sin — cos — = - z cos — 

m m z m 

in 


differera tres peu de s, et par suite le second membre de l’equation (i 5 ) 
s’approchera indefiniment de la limite 

sin ; 


Le premier membre devant converger vers la meme limite, on aura neces- 
sairement 
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Cette derniere formule se trouve ainsi demonlree dans le cas ou la valeur 
num6rique de z reste inferieure a it. Alors les quantit6s dont nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la demonstration donnee subsiste 
egalement pour des valeurs numeriques de z superieures a it, lorsque l’on 
convient de remplacer le logarithme de chaque quanlite negative par le loga¬ 
rithms de sa valeur numerique. En consequence, l’equalion (16) demeure 
vraie, quelle que soil la valeur rdelle attribute a la variable 5 . On ne doit pas 
mfime excepter le cas oil Ton supposerait 

Z—± k 77, 

k designant. tin nombre entier quelconque, puisque, dans cette hypotliese, 
les deux membres de liquation s’evanouiraient en m6me temps. 

L’equation (16), une fois etablie, en fournira immSdiatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs reelles quel- 
conques des variables x, y, z. 


sms = 5 i — 




sin.# x 7 i — x it + x 2 7 r — x 2 7t ~h x 3n — x 3 n + x 

sin y ~~ y 7 i — y it ■+■ y 27 1 — y 271-+- / 377 — y 3 n -h y 


Si dans l’equation (17) on fait 


on trouvera 


_ 77 J 3 3 5 5 7 

1 2224466 ’ 


et par suite on obtiendra le developpement de — en facteurs, decouvert par 
le geometre Wallis, savoir. 


77 224466 8 8 

2 I 3355779 


On trouverait de meme, en faisant s = 

4 


it 1 4 4 8 8 12 12 16 16 
4 ~ * 5 7 9 11 16 l5 17 


ORuvres de C. — S. II, t. III. 




4-66 COIlRS D'ANALYSfi. 

Si dans l’equation (18) on pose a la fois 



On pourrait deduire directement la meme formule de l’equation (i 5 ) ou (17) 
(Note precedente), en y remplagant z par puis faisant converger le 

nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu’on tirera de l’equation (16)* 
en y supposant la valeur numerique de z inferieure a -a, 



Comme on a d’ailleUrs> daiis cette hypotheses 


sins 

-<1 
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et, par suite (en verlu des principes etablis dans le Chapitre VI et dans la 
Note VII) 


(24) l 


sin; 


I 2 Z ‘ 


6 i .2 2 3o i. 2 .3.4 3 4a 1 . 2 .3.4-5 .6 


la comparaison des coefficients des puissances semblables de s dans les for- 
mules ( 22 ) et (24) donnera les equations 


3 2 


I 2 71“ 
6l.2 


(25) 


I I I 


2‘7T 


3o L .2.3.4 


i *4- 


2 3 7r 


71- 

6 "’ 

71 1 

90’ 

~6 


3 6 


4 6 


42 1.2.3.4.5.6 945 


dont la premiere s’accorde avec la formule ( 28 ) de la Note VIII. Les facteurs 

numdriques ••• qui.entrent dans les seconds membres de ces 

equations sont. ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. Ajoutons que, si 
Ton ddsigne par im un nombre pair quelconque, on aura gdndralement 



Dans ce qui precede, nous avons seulement considere des produits dont 
tous les facteurs etaient des quantites reelles, et des series dont tous les 
termes etaient reels. Mais on doit remarquer : i° que, en vertu des principes 
etablis dans le Chapitre IX [voir I’equalion ( 37 ) du § II, et 1’equation ( 26 ) 
du § III], la formule (5) subsiste dans le cas meme ou la variable x devient 
imaginaire, pourvu que son module resle infdrieur a I’unite; 2 0 que le rap¬ 
port 

sins ^ z 2 z l 

z 1.2.3 i.2.3.4*5 


converge vers l’unite toutes les fois que la valeur reelle ou imaginaire attri- 
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buee a la variable z s’appfoclie indefiniment de zero; 3 ° enfin que les equa¬ 
tions (i 5 ), (16), C17) et (18) de la Note VIII subsistent egalement pour des 
valeurs reelles et pour des valeurs imaginaires de s. En partant de ces 
remarques, on parviendra bientot a reconnaitre comment on doit modifier 
les propositions et les formules ci-dessus demontrees dans le cas oil les 
expressions 

m 0 , u l , •••, x, y, z 

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on etablira sans peine, a l’aide 
des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I du theo- 
reme I : 

THfioRfeME IT. — Supposons que la serie (1), etant imaginaire, demeure con¬ 
vergence quand on reduit ses differents termes a leurs modules respectifs. Le 
produit ( 3 ) converger a. necessairement, pour des valeurs croissantes de n, 
vers une limite finie reelle ou imaginaire. 

De plus, on prouvera facilement que les equations (17) et (21) subsistent, 
lorsqu’on attribue a z une valeur imaginaire quelconque u 4- v \J— 1; d’oii il 
resulte : i° qu’on peut exprimer par des produits composes d’un nombre 
infini de facteurs les expressions imaginaires 


( 2 7 ) 


e v -\- e~ v 
2 

e v + e -1 ' 


_ qV _ Q~ v 

sin u -1- \f — 1-- cos u, 


__ e v _ Q—V 

cos u — \j — i -sin «, 


et les carres de leurs modules, savoir 


(28) ( 


(( ; 


e~ 


Sim u 


cos 2 w 


-i/\ 2 


- j COS 2 « : 


e v _ 


Sim u 


e^-h e -w 


e iv -\- e~ iv 


CoS 2 U, 


cos an; 


2 0 que les expressions 

( 2 9 ) 


arc tang 
arc tang 


e v — e~ 
e'+ e~ v 

e v — e~ 


cotw 


e v - 


- tang u 
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V {’ 

arc tang--arc tang——- -+- arc tang 

u n — u 


r 


arc tang-b arc tang - 

2 7i — U 


jt + u 
v 


(3o) 


arc tang 


2 v 


tt — 2 a 


arc tang 


Ti ~t~ 2 U 
2 V 

3 7T -+- 2 U 


arc tarn 


a (’ 


arc tang^r 


3 71 — 2 U 

2 V 


0 7T -+- 2 U 


-h - ■ ■, 


augmentees ou diminu 6 es d’un multiple de la circonference 27t. D’autre part, 
comme les expressions ( 29 ) et les sommes (3o) sont des fonctions continues 
de f> qui s’evanouissent toujours avec cette variable, on peut assurer que lc 
multiple dont nous venons de parler se reduit a zero. 

Si 1’on suppose en particular ii — o, on irouvera 


(3«) 


e 1 '— e~ v / v- 

-= e i-t- — 

2 \ 71- 




• • • > 




2 2 ( ;2 \ 
5 2 ttV' 


On trouvera encore, en prenant 


u = 


V 


(32) 


e v — e~ w 4 v 4 P 

arc tang-- arc tang-“arctang^— 

0 e' , -\- e~ v 0 71 0 37t 

4e (±P 

+ arc tang — arc tang — . .. 


et, en prenant u — v, 


o-1v 


(33) < 


-b COS 2P=. I -+- 


T 1 

2 2 0 4 \ 

( t . 

2 2 e» 


7T 4 ) 

Y + 

2 4 7r i 

T I 

■p- 

+- 


2 4 e 4 

A ^ 

** 

3 4 7l 4 


2 2 C 4 \ 

3 4 ttV 

2 V\ 


4 v 

Enfin, si dans la formule (32) on suppose la valeur numerique de — infe- 

7T 

rieure a l’unite, les deux membres de cette formule pourront etre deve- 
loppes suivant les puissances ascendantes de p, et la comparaison des coef¬ 
ficients des puissances semblables dans les developpements dont il s’agit 
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fournira les equations 


i i i 

I — ? -H --: 

0 0 7 

i r 1 

3 3 o 3 7 3 


35 ^ 55 7 5 


dont la premiere coincide avec l’equation (4o) du Chapitre IX (§ II). 

Concevons maintenant que, apres avoir divise par v les expressions ( 29 ) et 
les sommes (3o), on fasse converger la variable r vers la limite zero; on 
trouvera, en passant aux limites, 

I 1 1 1 1 1 

l cot It — — —- —J—--—--— • . . 

1 u n — it 7r -h u 2 T. — a 2 7i H -a 


- 2 u ( -- H- 7 , — 9 - 9 "+■ sFi— * - 2 \ 

It \7T 2 — It 1 2 2 7T 2 — It 1 D 2 71" — U l J 


langu — 


7T 71 

- a -1 -u 

2 2 


3?r 37r 5 tt 

— — u - 1 - u - - u 

222 


7T V , 
— — u- 

2 / 


Comme on a d’ailleurs generalement, pour des valeurs numeriques de u infe- 
rieures a celles de a, 


a- — u % a ' 1 \ a 2 a 1 a* a e 


on lirera des formules (35) et (36), en supposant la valeur numerique de u 

. • 7T 

plus petite que 


1211 / I I I 

cot U - -J- ( I H -» +• -JJ H- 77 

u TV \ 2 2 3 2 4 2 




2 W* / I I I 
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( 38 ). 



Par suite on aura, en vertu des equations ( 25 ) el (26), 

r 2 * u 3 i 2 6 it 5 


(39) COtll 

( 4 0) 


I 2 s U 


it 6 j.2 3 o i.2.3.4 42 1.2. 3 . 4 > 5 .6 

. 1 . , ,2 2 it r 2 4 it 3 

tang it == - (a 2 —1)-H ^-(2*—t)-5-7 

6 1.2 3 o ' 1.2. 3.4 


t , . \ 2 6 M 5 

‘ 42 (2 r) 1.2.3.4.5 .6 


+- 


Si l’on ajoute ces dei'niefes, aprds y avoir remplace it par on obtiendra le 
deVeloppement en serie de 


,, „ , cos I it sin I-it 

cotf u -+■ tang|« — - -+7 


sin{« ' cosju sinj-ii cofc| u 


2 cosec ti, 


et l'on eh concluta 


2 u 3 

1.2. 3 .4 

2 it 5 

1.2. 3 . 4 > 3.6 

Nous ne nous arretetons pas davantage sur les consequences qui derivent 
de la formule (17). On peut consulter sur cet objet l’excellent Ouvrage 
d’Eulei’j qui a pour litre Introductio in Analysin injinitorum. 


( 4 i) 


, I I , ,2 U I . , 

cosec it =—hj t-i -1- ^-(a 3 

« 6 1.2 3 o 
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